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INFORME DE TESIS

En esta tesis, conducente al grado de Magister en Ciencia en la Especialidad de Matemati-
ca, por la Universidad de Santiago de Chile, el objetivo general fue estudiar ecuaciones
en diferencias de orden fraccionario que corresponden al andlogo discreto del Problema
Abstracto de Cauchy, de orden fraccionario menor a uno (o subdifusivo). Ademas, estudiar
su estabilidad, en el sentido del decaimiento a cero en norma.

El trabajo se organiza en cuatro capitulos, muy bien escritos. El primer capitulo discute
preliminares matematicos sobre el cédlculo fraccionario y la transformaciéon de Poisson,

recientemente introducida por el suscrito en la referencia [19)].

El segundo capitulo hace un resumen cuidadoso de la teoria de Cy-semigrupos, enunciando
los tres principales resultados de la teoria: Teorema de Hille-Yosida (o generacién); teorema
de Trotter-Kato ( o aproximacién) y teorema de perturbacién aditiva. Ademds enuncia el
célebre teorema de Datko-Pazy, que resulta fundamental para los resultados de estabilidad
de la dltima seccién de este trabajo.

El tercer capitulo trata de dos nociones de familias resolventes de operadores lineales aco-
tados. Una, que es adaptada al problema abstracto de Cauchy con derivada fraccionaria de
Caputo, y, otra, que es adaptada al problema abstracto de Cauchy con derivada fracciona-
ria de Riemann-Lioville. Ademas, se recuerda un resultado de Bazhlekova (originalmente
debido a J. Priiss) sobre lo que se conoce actualmente como principio de subordinacién.

El cuarto capitulo es el medular de esta tesis y consiste en profundizar en la teoria desa-
rrollada recientemente por el suscrito en la referencia [19]. Cabe hacer notar que esta tesis
incorpora varias mejoras a los resultados de [19], contribuciones valiosas de la Srta. Bravo,
y que seran objeto de un futuro manuscrito. Esencialmente se trata de la introduccion de la
ecuacién discreta de Zaslavsky y el estudio de sus propiedades principales: Representacion
y estabilidad.

En resumen, se trata de una magnifica tesis de magister, con soluciones a los problemas
propuestos muy bien logrados. Ademas, los resultados de la tesis le abren a la Srta. Bravo
un amplio abanico de posibilidades de investigacién en el area de ecuaciones en diferencias

abstractas. En vista de las anteriores consideraciones, lo califico con nota 7.0 (siete).

Dr. Carlos Lizama Yéafez
Profesor Guia



INFORME DE TESIS

En este trabajo de tesis, conducente al grado académico de Magister en Ciencias en la
Especialidad de Matemética por la Universidad de Santiago de Chile, la autora estudia en
detalle recientes métodos de la teoria de operadores que permiten estudiar la existencia de
soluciones para ecuaciones en diferencias de orden fraccionario (en tiempo) en espacios de

Banach, asi como también algunas de las propiedades de dichas soluciones.

El primer capitulo estd dedicado a elementos generales de la teoria de operadores cerrados,
célculo fraccionario (continuo y discreto). Aqui se detallan y prueban algunas propiedades

importantes en la reciente teoria de cédlculo fraccionario discreto.

En el segundo capitulo se resumen las principales definiciones y resultados clésicos en
torno a la teorfa de Cy-semigrupos de operadores. Aqui se presenta la definicién de un Cp-
semigrupo generado por un operador cerrado A en un espacio de Banach X, se recuerdan
algunos resultados de unicidad, de generacién, de perturbacién y aproximacion, entre otros.
Ademsds, se exhiben algunos resultados clasicos del decaimiento exponencial uniforme de
Ch-semigrupos que seran elementos claves en el estudio de las propiedades de decaimiento
de las soluciones de ecuaciones en diferencias fraccionarias que se trataran en el Capitulo
4.

El tercer capitulo de este trabajo de tesis, trata sobre familias « y («, ) resolventes, que
son denotadas respectivamente por {S,(t)}i>0 v {Ra(t)}i>0, ¥ su relacién con el estudio
de ecuaciones diferenciales fraccionarias (en tiempo continuo). Aqui se resumen las princi-
pales propiedades de estas dos familias, se muestran algunos ejemplos y prueban algunos
resultados de subordinacién que permiten encontrar representaciones integrales de estas

familias de operadores.

El cuarto y ultimo capitulo estd dedicado al estudio en detalle del articulo [I9] por C.
Lizama, publicado recientemente en Proceedings of AMS. Este capitulo comienza con los
principales elementos del cdlculo fraccionario discreto introducidos en [19]. Se presentan
las definiciones de sumas fraccionarias, operador de diferencia fraccionaria, operador de
diferencia fraccionaria de Caputo y de Riemann-Liouville, entre otros, y se prueban im-
portantes e interesantes propiedades de estos operadores. Ademads, se demuestra una in-
teresante propiedad que relaciona la derivada fraccionaria (continua) con la derivada frac-
cionaria (discreta) mediante el nicleo de Poisson. Este resultado es clave para el estudio
de ecuaciones en diferencias fraccionarias. El capitulo continda con el estudio del problema

homogéneo de valor inicial de orden fraccionario
A%u(n) = Au(n+1), neNy, 0<a<l, (1)

donde A es un operador cerrado definido en un espacio de Banach X y A® denota el
operador en diferencia fraccionaria de Riemann-Liouville de orden a. Aqui, cuando A

es el generador de una familia (o, «)-resolvente, se exhibe un representaciéon explicita de



la solucién u de la ecuacién en términos de esta familia («, «)-resolvente {Rq(t)}+>0
generada por A y el nicleo de Poisson p,(t) = e*t%. Por otro lado, cuando A es el
generador de un Cy-semigrupo acotado, también se obtiene una férmula explicita para la
solucién v mediante el uso de los teoremas de subordinacién presentados en el Capitulo 3.
Resultados similares a estos ya mencionados se prueban en el caso que A es el generador
de una familia a-resolvente {S,(t)}+>0. El capitulo concluye con interesantes resultados
de estabilidad de las soluciones. Més especicamente, aqui se muestran condiciones sobre
el operador A o sobre la familia resolvente {S,(t) }+>0 implicando que la solucién u de

decaiga en norma a 0, esto es, ||u(n)|| — 0 cuando n — co.

El trabajo desarrollado por la Srta. Jennifer Bravo es una tesis bien escrita, autocontenida,
donde se demuestran detallamente resultados interesantes, recientes y no triviales en la

teoria de ecuaciones en diferencias de orden fraccionario.

Por las consideraciones anteriores, califico este trabajo con nota maxima, siete punto cero
(7.0).

Dr. Rodrigo Ponce Cubillos
Profesor Informante



INFORME DE TESIS

Sobre el trabajo de tesis: “Métodos de Teoria de Operadores para Ecuaciones en Diferencias
Fraccionarias” realizado por la Srta. Jennifer Andrea Bravo Rosero, mis apreciaciones son

las siguientes:

En esta tesis la Srta. Bravo desarrolla la teoria matemédtica para abordar el problema de
existencia y estabilidad de soluciones para ecuaciones en diferencias fraccionarias usando
la teorfa de las familias («, a)-resolventes.

En los primeros tres capitulos del trabajo se presentan los conceptos de derivada fraccio-
naria en el sentido de Caputo y de Riemann—Liouville, e introduce las propiedades de las
funciones de Mittag—Leffler y de tipo Wright. Luego resume de manera 6ptima la teoria de

semigrupos fuertemente continuos y de familias (a, a)-resolventes.

En el dltimo capitulo se analiza la ecuacién cinética de orden fraccionario. Especificamente,
se estudia la ecuacién discreta de Zaslavsky, donde se utilizan los conceptos introducidos
previamente para poder probar la existencia de soluciones cuando el operador A es el
generador de una familia (o, o)-resolvente. Finalmente, se analiza la estabilidad para dichas

soluciones.

El trabajo desarrollado por la Srta. Bravo es un texto muy bien escrito y cuenta con las
referencias adecuadas para justificar las afirmaciones que no se encuentran demostradas.
Los resultados son de un nivel bastante avanzado, interesantes y originales. Creo ademds

que servird como un excelente insumo para futuros trabajos en el tema.

El trabajo realizado cumple plenamente con los requisitos necesarios para optar al grado
de Magister en Ciencia en la Especialidad de Matematica.

Por las consideraciones anteriores califico la presente tesis con nota 7,0 (siete coma cero).

Dr. Sebastian Zamorano Aliaga
Profesor Informante
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Introduccion

El estudio de las diferencias finitas de orden fraccionario ha sido un trabajo que numerosos
cientificos han desarrollado en los tdltimos anos, aunque mucho maés tarde con respecto
a las derivadas de orden fraccionario, con el propdsito de establecer un céalculo fraccio-
nario de diferencias finitas que fuera comparable con el célculo ya existente de derivadas

fraccionarias.

Algunas de las primeras investigaciones en esta area datan de los afios 1957 y 1974 en los
cuales B. Kuttener, en [I8], y J. Diaz junto a T. Osler, en [9], introdujeron un operador
de diferencia fraccionaria discreto como una serie infinita. En el ano 1988, H. Gray y N.
Zhang, en [15], desarrollan un célculo fraccionario para el operador de diferencia discreta
nabla, mientras al mismo tiempo, S. Miller y B. Ross, en [24], definen una suma fraccionaria

mediante la solucién de una ecuacién lineal de diferencias.

Durante la ultima década, ha habido un creciente interés en el andlisis de la existencia y las
propiedades cualitativas de las ecuaciones en diferencias fraccionarias. F. Atici y P. Eloe
en [3|, 14 5], utilizando la definicién de suma fraccionaria de S. Miller y B. Ross, desarro-
llaron el operador de diferencia fraccionaria de Riemann-Liouville y algunas propiedades
que permiten obtener soluciones de ciertas ecuaciones en diferencia fraccionaria. Sobre pro-
piedades cualitativas, C. Goodrich en [12] estudié la existencia de soluciones positivas y

propiedades geométricas.

La teoria de las ecuaciones fraccionarias discretas es una herramienta prometedora para
el estudio de varios fenémenos bioldgicos y fisicos donde aparece el efecto de memoria [6],
ya que estos modelos fraccionarios abstractos discretos estan relacionados con métodos
numéricos para ecuaciones de evolucién con memoria.

Sin embargo, a pesar del aumento significativo de la investigacion en esta drea, todavia hay
muchas preguntas abiertas sobre las ecuaciones en diferencias fraccionarias. En particular,
un problema que interesa a los matematicos son las ecuaciones en diferencias fraccionarias

con operadores lineales acotados y su estabilidad.

En el ano 2017, C. Lizama en [19] estudia el problema de valor inicial de Cauchy en

diferencias de orden fraccionario,



A%u(n) = Au(n +1), n € Ny;

U(O) =1y € X, (2)

cuando A es un operador lineal cerrado con dominio D(A) definido en un espacio de Banach
X, donde A corresponde al operador de diferencia fraccionaria de Riemann-Liouville y
0 < a < 1. El estudio de ({2) se desarrolla con ayuda de un novedoso método basado en la
distribucién de Poisson, introducido en [19, Teorema 3.1] y estudiado en el Capitulo 1 de
este trabajo, que permite discretizar el operador diferencial fraccionario.

Este trabajo de grado consta de cuatro capitulos y los resultados obtenidos estan basados
e inspirados en los resultados de C. Lizama [19], para el problema de valor inicial . En
el primer capitulo se presentan algunos de los preliminares utilizados a lo largo de todo el
trabajo, se inicia con una seccién que contiene los conceptos, funciones y resultados bési-
cos necesarios para la comprension y desarrollo de otros resultados. Después, se introducen
rapidamente las definiciones y algunas propiedades de los operadores de integracién y deri-
vacién fraccionaria, y de dos funciones especiales que estan relacionadas con las ecuaciones
diferenciales fraccionarias. Al final de este capitulo, se enuncia la transformacién de Poisson
y se muestra la relacién entre la transformada de Laplace y la transformada Z.

El segundo capitulo es un resumen de los conceptos necesarios de la teoria de los Cp-
semigrupos y de sus propiedades y aplicaciones. Se introduce uno de los conceptos de
estabilidad asintética y las propiedades esenciales de estabilidad en los Cp-semigrupos.
En el siguiente capitulo se presenta una teoria que generaliza la nocién de Cp-semigrupo,
las familias a-resolventes y («, a)-resolventes, se enuncia sus representaciones en términos
del generador correspondiente y un principio que establece una subordinacién entre estas
familias, como también con los Cy-semigrupos. Estos dos capitulos se introducen con el fin

de su posterior asociacién a problemas de ecuaciones en diferencias fraccionarias.

Finalmente, después de trabajar en cada uno los contenidos anteriores se llega al capitulo
mas importante de este trabajo de grado: el cuarto capitulo. Aqui, se inicia con las defini-
ciones y notaciones de la teoria del calculo fraccionario discreto que se usan en las siguientes
secciones, se presenta una propiedad que relaciona el operador de diferencia fraccionaria de
Riemann-Liouville con el de Caputo (Teorema. Luego, se establecen varias relaciones
entre lo continuo y lo discreto mediante la transformacién de Poisson, entre ellas, conectar
el operador fraccionario de Riemann-Liouville continuo y discreto (Teorema . En la
Seccién 4.3, se usan los conceptos y resultados anteriores para resolver el problema ,
cuando A es el generador de una familia (o, «)-resolvente, y seguidamente se prueban los
resultados principales de esta tesis, algunos de ellos dan una representacién explicita de
la solucién de la ecuacién discreta de Zaslavsky . A continuacién, en la Seccién 4.4,
se obtienen resultados de estabilidad para las soluciones de las ecuaciones en diferencias
fraccionarias estudiadas en la seccién anterior, esto se logra con ayuda de los resultados de
estabilidad que existen para un Cy-semigrupo generado por un operador A.



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es introducir algunos conceptos, funciones y resultados funda-
mentales, de las referencias [I], 2, [8, 13}, 14 [17), 19, 21} 23] que son de gran utilidad para la
comprension y elaboracién de este trabajo.

1.1. Definiciones y propiedades generales

En el desarrollo de este trabajo, X es un espacio de Banach sobre un cuerpo K, el cual
puede ser R o C. Ademés, se denota por || - || la norma en X.

Una transformacion lineal es una funcién T : D(T) — X, tal que, T'(ax+Sy) = aTx+ 5Ty

donde x,y € D(T') y «, 8 son escalares. D(T') es un subespacio de X y se llama el dominio
de T.

Definicién 1.1.1 (Operador lineal acotado). Sea T : X — X un operador lineal, entonces
T se dice acotado si existe un nimero real ¢ > 0 tal que para todo x € X, ||Tz|| < c||z]|.

Ademds, ||T|| := sup)jy =1 ||T%|| es llamada la norma del operador lineal acotado Ty al
conjunto de operadores lineales acotados, T : X — X, se denota por B(X).

Por ejemplo, el operador identidad I : X — X es acotado y tiene norma ||I|| = 1, luego
I € B(X).
Definicién 1.1.2 (Operador lineal cerrado). Sea T : D(T) — X wun operador lineal,

entonces T se dice cerrado si su grafo, G(T) = {(x,Tx) : x € D(T)}, es cerrado en
X xX.

Los siguientes teoremas dan condiciones para que operadores lineales cerrados sean aco-
tados y una caracterizacién para operadores lineales cerrados, respectivamente. Para una
prueba ver [I7, Capitulo 4, Teorema 4.13-2] y [I7, Capitulo 4, Teorema 4.13-3].

Teorema 1.1.1 (del grafo cerrado). Sea T : D(T) — X wun operador lineal cerrado.
Entonces, si D(T) es cerrado en X, el operador T es acotado.
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Teorema 1.1.2 (del operador lineal cerrado). Sea T : D(T) — X wun operador lineal.
Entonces, T es cerrado si y solo si tiene la siguiente propiedad: Si x, — x, donde n € Ny
yan € D(T), y Tz, — y, entonces v € D(T) y Tx =y.

Sea T' € B(X) un operador lineal. Se dice que T es invertible si existe S € B(X) tal que
para todo z € X, STz = x = T'Sx. En ese caso, se llama a S el inverso de Ty se denota
por S =711

Se tiene la siguiente proposiciéon que relaciona las series de potencias con los operadores.

Proposicién 1.1.1. Si T € B(X) y ||T|| < 1, entonces I —T es invertible.

Demostracion. Sea f(T) = > 3, T, entonces f(T) converge pues ||T|| < 1 y ademés
f(T) € B(X). En efecto:

o o0 o 1
ZTk SZHTk||§ZHTHk<1_7HT”'
k=0 k=0 k=0

Ademis,
I-D)f(T)=I-T)> TF=>"TF-> T =1+ 1k "1k =]
k=0 k=0 k=0 k=1 k=0
Anélogamente, se tiene que f(T)(I —T) =1, luego I — T es invertible. O

Ahora, se indaga sobre la existencia del inverso del operador Ty = AI — T donde A € C
y T : D(T) € X — X es un operador lineal. Desde un punto de vista histérico, la
teoria espectral surge de la anterior pregunta y fue introducida por David Hilbert en su
formulacién original de la teoria del espacio de Hilbert. Aunque, este término refiere a todas
las teorias que extienden la teoria de autovectores y autovalores de una matriz cuadrada
a la teoria de operadores. El conocimiento de los autovalores, los no autovalores y de los
espacios asociados a ellos dan mucha informacién sobre el comportamiento del operador.
Por ejemplo, desde el punto de vista fisico, los espectros determinan los posibles modos de

vibracion de las ondas.

Asf, si el operador T) tiene inverso, este se denota por R(\,T) := (M - T)"' =T\~ y
se llama el operador resolvente de T. El nombre resolvente es apropiado ya que R(A,T")
ayuda a resolver la ecuacién Thz = y, pues x = Ty "ly = R(\,T)y si R(\,T) existe. El
estudio de las propiedades de R(A,T) es fundamental para la comprensién del operador T'.
Como se observa, las propiedades de T\ y R(\,T) dependen de \. Por lo tanto, se tienen
las siguientes definiciones:

Definicién 1.1.3. Sea T : D(T) C X — X un operador. Se define el conjunto resolvente
de T' como

p(T):={NeC: (M —T) es invertible y (\I —T)™' € B(X)}.



1.1. Definiciones y propiedades generales 3

El complemento de p(T') se llama el espectro de T y se denota por o(T) := C\p(T). El
operador R(A\,T) := (A —T)~! con A € p(T) se llama el resolvente de T en \.

El siguiente teorema da propiedades sobre el conjunto resolvente y el espectro de un ope-
rador lineal acotado (ver [I7, Capitulo 7, Teorema 7.3-2, p376]).

Teorema 1.1.3 (Espectro cerrado). El conjunto resolvente p(T) de un operador lineal
acotado T : X — X es abierto. Por lo tanto, el espectro o(T) es cerrado.

Una funcién de gran ayuda para el desarrollo de algunos resultados es la funcion gamma,
I'(z), la cual es una extension de la funcién factorial y se define para todo niimero complejo
z, Re(z) > 0, por la integral de Euler como

I'(z) ::/ t*~Le~tdt.
0

La férmula de Hankel para la funciéon gamma da una extensiéon de la definicién anterior
para todos los z € C excepto z = 0, —1,—2, ..., y estd dada por la siguiente expresién ([14]
Férmula 8.310(2)]):

I(z):= 1/ t*~Leldt, (1.1)
C

2isin(7z)
donde C' es un contorno que comienza y termina en —oo y rodea el origen en sentido

antihorario.

Algunas propiedades que tiene la funcién gamma, y que se usan en este trabajo, son las
siguientes (ver [14, Férmulas 8.338(1), 8.331(2), 8.339(1), 8.334(3), 3.191(1), 8.328(2)]):

(1) I(1) =

(1) Para z € C con Re(z) >0, I'(z + 1) = 2I'(2).

)
)

() Paran € N, I'(n+ 1) = nl.

(1v) Para z € C con Re(z) > 0, ['(1 — 2)I'(2) = 7(sin(rz)) L.
)

(v) Para o, 8 € C con Re(a) >0y Re(B) >0,

"o - [()L(B)
a—1¢p  \B-1 a+pB-1
/0 st — 5)Ptds = 1ot Tt ) (1.2)
(vi) Para z € Cy 8 > 0 se tiene,
. T+B) 5

A continuacién se dan dos definiciones que juegan un papel fundamental en el célculo
fraccionario discreto y continuo, respectivamente.

El siguiente mapeo define una sucesién que involucra la funcién gamma y ha aparecido en
la literatura en relacién con la sumabilidad de series de Fourier.



1.1. Definiciones y propiedades generales 4

Definicion 1.1.4. Para o € C, se define

Kon) = 20 1)“;1('0‘ ol en oy ko) =1

Se observa que si « € C\{0,—1,—2,...}, entonces se tiene

I'(o+n)

H0) = T+ 1)

n € Npy. (1.4)

Ademds, si a = 1 se tiene k'(n) = 1 y si a = 0 se tiene k°(n) = 0, donde n € Np.

Seguidamente, se dan algunas de las propiedades mas importantes que satisface el nticleo
k*. Para una prueba ver [21, Proposicién 3.1].
(1) Para a > 0, k%(n) > 0, n € Ny.
(1) Para 0 < o < 1, k%(n) es decreciente y k“(n) — 0 cuando n — oc.
(1) Para a > 1, k%(n) es creciente.
(1v) k%(n) < kA(n) para 0 < a < B, n € Ny.

(v) El nticleo k“ satisface la siguiente férmula de generacién:
o0 1
(03 n __
ngzok: (n)z" = P VzeC, |z| <1

La siguiente funcién toma gran importancia en este trabajo y es de gran ayuda para las

siguientes definiciones.

Definicion 1.1.5. Para a > 0 se define la funcion go, por

tozfl

L= >0,
ga(t) = 1) (1.5)
0, t<0.

La convolucion finita de dos funciones f y g estd definida como

¢
(Fea)t) = [ F(s)alt=s)ds, t>0.
Proposiciéon 1.1.2. Para cada o, 5 > 0 se tiene la siguiente propiedad de semigrupo

Jo+p = Ga * 9p-
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Demostracion. Sea t > 0. Entonces,

* = t s —s s:é tso‘_l P
(902 99)0) = | au®)aplt = s = s [0y s

Por lo tanto, se tiene por (|1.2):

B 1 arp1 L(@I(B) totB-1 B
0290 = ST Tlats) ~Tarh

O]

Otra funcién que es importante a lo largo este trabajo es la transformada de Laplace, que
recibe su nombre en honor del matematico Pierre-Simon Laplace y fue presentada dentro
de su teoria de la probabilidad. Se usa en la resolucion de ecuaciones diferenciales en tiempo

continuo.

Definicién 1.1.6. Sea f : [0,00[— X localmente integrable. Se dice que f es una funcion
ezponencialmente acotada si existen constantes M > 0 y w € R tal que ||f(t)|| < Me*,

para cada t > 0. Si f es exponencialmente acotada se define su transformada de Laplace,
f:{AeC: Re(N\) >w} — X, por

oy = [~ s,

donde la integral se entiende en el sentido de Bochner ([2, Capitulo 1]).

En particular, si w = 0 se dice que f es acotada y su transformada de Laplace existe para
todo Re(A) > 0.

Teorema 1.1.4 (de unicidad, [2, Capitulo 1, Teorema 1.7.3]). Sean f,g : [0,00[— X

funciones localmente integrables exponencialmente acotadas. Si f(A) = g(\) para Re(\)

suficientemente grande, entonces f = g en casi todo punto.

La convolucién entre dos funciones f y g tales que sus transformadas de Laplace existen,

satisface la siguiente identidad:

(f*g)(A) = F(Ng(A).
Por ejemplo, la transformada de Laplace de f(t) = t9 con & > —1 estd dada por:

FN) = F(j;ll) (1.6)

En particular, si § = n € Ny, en (1.6)), se tiene que I'(n + 1) = n! y por lo tanto

~ n!

fA) = i (1.7)
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Asi, por (1.6]) se tiene que la transformada de Laplace de la funcién g,(t), donde a > 0,

estd dada por
. 00 o] tafl 1
ga()‘) = / e_Atga(t)dt = / G_M dt = o
0 0 ['(a) A

La transformada de Laplace tiene un resultado inverso y estd dado por la siguiente integral

de linea llamada la transformada inversa de Laplace:

1 Y+1i00 VP
ft) == e f(A)dA,
211 ~—ioco
donde v es una constante real tal que v es mayor que la parte real de todas las singularidades
de f(A).

Por ejemplo, la transformada inversa de Laplace de go () es go(t), es decir,

toz—l 1 6)\t
= — | —d\ >0
T(a)  2mi Joae®h 75

donde I' es un contorno que comienza y termina en —oo y rodea el origen en sentido

antihorario. En particular, si £ = 1 se tiene la siguiente ecuacion:

1 1 Ay —
Lo L [ ey . 1.
o M/Fe a0 (1.8)

El siguiente teorema da una férmula general para la n-ésima derivada de la transformada
de Laplace de una funcién (ver [2, Capitulo 1, Teorema 1.5.1, p32]).

Teorema 1.1.5. Sea f : [0, 00[— X una funcién localmente integrable, entonces para todo

n € Ng y Re(\) suficientemente grande, se tiene:

F0) = / T e My p (bt

0

Por otro lado, una transformacién de gran importancia en el calculo discreto, como lo es la
transformada de Laplace en el continuo, es la transformada Z, presentada por W. Hurewicz
en 1947, que convierte una senal de tiempo discreto en una representaciéon compleja. Al
igual que la transformada de Laplace, la transformada Z es una funcién de variable compleja
y su definicién es la siguiente.

Definicién 1.1.7. Sea f € s(No; X) una sucesion de valor vectorial, que satisface la con-
dicion: existen M >0 y R > 0 tal que ||f(n)|| < MR™ para todo n € Ny. La transformada
Z de f(n) estd definida por

fz) =277 1),
j=0
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Notar que,

1F(2)]] < ZIZ‘JHIf I < ZIZ_]IIMRJI =

entonces la serie converge si se tiene que |§\ < 1, es decir, ]z\ > R. Por lo tanto, la
transformada Z de f existe si |z| > R.

Una de las propiedades de la transformada Z esta relacionada con la convolucién discreta.
Primero se recuerda la siguiente definicién: sean f,g € s(Np; X) sucesiones, entonces la

convolucidn discreta entre f(n) y g(n) estd dada por

(f*9)(n an 7)9(j), n € No.

Asi, se tiene que la transformada Z de la convolucién entre dos sucesiones f(n) y g(n),

tales que sus transformadas Z existen y R es suficientemente grande, satisface:
(fx9)(z) = f(2)g(2), |z > R.

Posteriormente se tienen dos reglas que ayudan a derivar el producto y la composicién de
dos funciones diferenciables (ver |14, Férmula 0.42 y 0.430(1)]).

La n-ésima derivada de un producto 6 regla de Leibniz, de dos funciones f y g n-veces
diferenciables en x, es:

d'(fg)  d%  (n\df dlg | (n\dAf d" 2 dvy
_d" df ar 1.9
dxm dn drde—t T\o) @ a2 T T g (1.9)
Si f(z) = F(y) donde y = ¢(x), entonces la n-ésima derivada de la composicion, f, esta
dada por:
d" Ui U2 " Us Un (n)
TS (@) = S ) + DL ) + S ) + ok SRR ), (10)
donde
d" kod' ey, k(E—1) 5 d" 4y k—1;, k-14"Y
_— — . -1 —.
Uk = dx”y 1Y dzn? * or Y dw"y =0T Ry dz™

1.2. Calculo fraccionario, funcién de Mittag-Leffler y de tipo
Wright

El célculo fraccionario surgié con la notacién de diferencial creada por Leibniz, en 1695,
al responder una carta de G. F. Antoine, marqués de L'Hopital. Actualmente es de gran
importancia en el estudio de materiales con memoria, fenémenos de difusién, epidemiologia,

vibraciones mecénicas, entre otros.

A continuacion se enuncia la definicion de integral y derivada fraccionaria en el sentido de
Riemann-Liouville y Caputo, las cuales son frecuentemente usadas en el calculo fraccionario
continuo. Ellas estdn dadas en términos de la funcién g, definida en ([1.5).
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Definicion 1.2.1. La integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden o > 0 de una

funcién u : [0,00[— X localmente integrable estd dada por:
t
Iu(t) == (go * u)(t) == /0 Ja(t — s)u(s)ds.

Se denota Iu(t) := u(t). La integral fraccionaria de Riemann-Liouville satisface la propie-
dad de semigrupo, esto debido a la Proposicién Se tiene:

1P =1 a8 > 0.

La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden 0 < a < 1 de una funcién local-

mente integrable u : [0, 00— X estd definida por:

DOu(t) = jt/o 1ot — s)u(s)ds = %(gl_a ) (b). (1.11)

La derivada fraccionaria de Caputo de orden 0 < o < 1 se define por

t
cDfu(t) = (g1—a * u')(t) = /0 g1—alt — s)u'(s)ds.

Se observa que, ambas definiciones presentan algunos obstdculos tanto matematicos co-
mo fisicos. La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville es de gran importancia en el
cuerpo tedrico del cédlculo fraccionario y se utilizé con éxito en aplicaciones estrictamente
matematicas. Sin embargo, al tratar de realizar modelaciones matemaéticas de fenémenos
fisicos reales por medio de las ecuaciones diferenciales fraccionarias surgié el problema de
que las condiciones iniciales también son de orden fraccionario y ese tipo de condiciones no
son interpretables fisicamente, generando un problema al momento de hacer uso practico
del célculo fraccionario.

Asi, surge el concepto de derivada fraccionaria de Caputo que emplea como condiciones
iniciales derivadas de orden entero, lo que significa que son fisicamente interpretables. Aun-
que, esta definicién funciona muy bien en la practica, desde el punto de vista matemaético
tiene una inconsistencia pues la definicién obliga a conocer la existencia de la derivada

usual de la funcién.

La siguiente proposicién dice que tanto la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville como
de Caputo son siempre el inverso por izquierda de la integral fraccionaria de Riemann-
Liouville, aunque en general no son inversos por derecha (ver []]).

Proposicién 1.2.1. Sea 0 < o < 1. Entonces, para una funcion u : [0, 00[— X localmente

integrable se tiene:

(1) DIy = u.

(1) eD{Pu = .
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Algunos resultados simples pero importantes para las integrales y derivadas fraccionarias,
enelcaso 0 < o, < 1yt>0,son:

195 = ga+p, Digs =gp—a, B=a (1.12)
En efecto,
o d d d th—a (B—a—1
Digp(t) = gy 912900 = gonecnlt) = (F(ﬂ o 1)) RCED)

La tltima parte corresponde a la definicién de gg_q(t) por lo tanto se tiene el resultado.
Anslogamente, se obtiene el resultado para la integral fraccionaria de Riemann-Liouville.
En particular, Df*gs = go :== 0
La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville se define en general para o > 0 como

am am .

donde [a] ;== min{k € Z : o < k}.

Diu(t) : “u(t), m=lal,

Se tiene una definicion analoga para la derivada fraccionaria de Caputo, aunque para el
desarrollo de nuestro trabajo solo se usa el caso en que 0 < o < 1. Ambas derivadas son
buenas generalizaciones de la derivada ordinaria ya que cuando o = n € N coinciden con
ella.

Por otro lado, recientemente ha habido varios esquemas dedicados a la solucién de ecuacio-
nes diferenciales fraccionarias. Estos esquemas se pueden clasificar en dos clases: numéricas
y analiticas. Con ayuda de algunas funciones especiales se han obtenido representaciones
explicitas de las soluciones de algunas ecuaciones diferenciales fraccionarias. Dos de ellas
son las de Mittag-Leffler y de tipo Wright (ver [II [8, 23]).

La funcién de Mittag-Leffler E,(z) recibe este nombre en honor al matematico Gosta
Mittag-Leffler quien introduce e investiga el comportamiento y las propiedades de esta
funcién a lo largo de cinco articulos [I3], Capitulo 2].

Definicion 1.2.2. La funcion de Mittag-Leffler se define por:

k

> z
anﬁ(z) = ;}W7 Oz,ﬁ > 0, z e C

Observacién 1.2.1. En el desarrollo de nuestro trabajo se usa la definicion de la funcién
de Mittag-Leffler en el caso B =1, y se denota por Eq(z) := Ey1(2). También se observa
que Ey(z) es una funcidn entera para cualquier o« > 0, por que la serie converge para todos

los valores del argumento z.

La funcién de Mittag-Leffler también puede ser relacionada con funciones tradicionales

como sigue:
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La derivada fraccionaria de Caputo de la funcién de Mittag-LefHler actua de manera similiar
a la férmula diferencial %e” = e aunque de forma mas general, como sigue,

cDFEq(AY) = AEo (AtY).
En el siguiente resultado se tiene la transformada de Laplace de la funciéon de Mittag-Leffler,
E,(A\t%), en 1 donde Re(p) > | MM/«

Proposicién 1.2.2. Se tiene para todo € C con Re(p) > [NV que

/ e M B, (MY dt = p® 7 (u® — N 7L
0

Demostracion. Se tiene por la definicién de la funcién E,(-) y la ecuacion (1.6)):
- )\ktak

00 o )\k 00
MR () dt = / —Ht =) —- / —Htgek gy
/0 ¢ (At%) ¢ Z (ak +1 kzo I(ak+1) Jo ¢

o )\’“ (ak—i—l)_i AR _1i<A)k‘
— F(Oék + 1) Mock—i—l — Mak-{-l m P :U’a :

Como Re(p) > |AY*, es decir, |M%| < 1, entonces la serie converge y asi se obtiene

finalmente que

O]

En seguida, se da una de las definiciones de la notacién de Landau: Si f(z), g(z) son
funciones complejas definidas en un entorno de un punto zp, entonces f = O(g) cuando
z — zg si y solo si existe un € > 0 tal que |f(z)| < €|g(z)| para todo z en un entorno de zj.

La siguiente es una de las propiedades méas importantes que tiene la funcién de Mittag-
Leffler ya que describe su expansién asintética cuando z — oo ([8, Proposicién 1.2.3]).

Proposicion 1.2.3. Si0 < a < 2, 8> 0, entonces la funcion de Mittag-Leffler estd dada
por:

1 o 1
E.p(z) = az(l—ﬁ)/aezl/ +€q8(2), |argz| < Eom,

donde
Nf

z _
Eaﬁ’(Z) = — m + O(’Z’ N), zZ — OQ.

n=0

—_
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Observaciéon 1.2.2. Se tiene por la proposicion anterior y la continuidad de la funcion
de Mittag-Leffler, Eo(A\t*) para t > 0, que: si A > 0, entonces existe una constante C tal
que:

E (M%) < 0N, >0, a€]0,2]. (1.13)

Otras funciones que se introducen son las funciones de tipo Wright. Inicialmente se tiene la
funcién general de Wright, denotada por Wy ,(2), que es investigada e introducida por el
eminente matematico britanico E. Maitland Wright en una serie de notas a partir de 1933.
La funcién general de Wright estd definida por la siguiente serie, convergente en todo el

plano complejo,

o0 Zn
W)\“LL(Z) = ZOWE()\TL—W, )\> _]., MG(C

Una de las propiedades importantes de la funcién general de Wright es su positividad para
t > 0 ([I, Proposicién 2.1 (ii)]):

W—)\”u(—t) > 07 A 6]07 1[7 % > 0. (114)
Luego, Mainardi en su primer analisis de la ecuacion de difusiéon fraccionaria temporal

introduce dos funciones las cuales, por su definicién, son llamadas funciones auxiliares de
tipo Wright:

My (2) :=W_qi-a(—2), Falz) =W_a0(—2), 0<a<l, zeC.

M, (z) se llama también funciéon de Mainardi. Sin embargo, Bazhlekova en su trabajo
doctoral ([§]) denota a la funcién de Mainardi, M, (z), por ®,(z) y en adelante se usa la

misma notacion para esta funcién.
Definicién 1.2.3. La funcion de tipo Wright ®(2) estd definida por:

S (=2)"

O, (2) = , 1, vzeC. 1.1
(2) Zn!f‘(—an—l—l—a) O<a< z€ (1.15)

Otra representacion de la funcién de tipo Wright ®,(z) es su forma integral. Esta se obtiene
haciendo n = m — 1 en la definicién anterior y usando ademas la definicién en serie de
potencias de la funcién exponencial, la ecuacién (|1.1) y la propiedad (IV) de la funcién

gamma
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o0 m 1 1 0 m 1
D, (2) = Z = 1 'F = ma) = Z I'(ma) sin(mam)
m=1 :1
1 & - 1
—— tmafl tdt :
™ Z::l (21’ sin(mma) Jr c > sin(mar)
[e.e] _ o
— L et Z (_Z)m 1tma—1 dt = L et Z (_Z)ntna-i—a 1
271 Jp — (m—1)! 271 Jp —= nl
1 L (—at)" 1 a
= ./et 27( 2% o tdt = ,/ete—zt e,
27t Jr n! 2mi Jp
n=0
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Por lo tanto, la representacion integral de la funcién de tipo Wright ®,(z) estd dada por:

1 1 e
Po(2) = M/F,Ua Lt dyy

(1.16)

donde 0 < @ < 1 y I es un contorno que comienza y termina en —oo y rodea el origen en

sentido antihorario.

Proposicion 1.2.4. Se tienen las siguientes propiedades para la funcion de tipo Wright,

Bo(t):

(1) Para0<a<1lyd>—1,

o0 T +1)
/0 08 (7)dr = Tlao +1)°

(11) Para 0 < o <1 y s, Re(X\) >0,

oo
/ e MNP, (st %) dt = A Le A,
0

Demostracion. (1) En efecto, usando Fubini, (1.8) y (1.16]) se tiene

oo o 1 o
/ T(sCI)Q(T)dT —/ 0 [_/uo‘_le”_w d,u,] dr
0 0 27TZ r

1 > a
= e“,uo‘_l {/ OeTH dT:| du
271 T 0

1 o T +1
_/F,LLM 1( )d,u

2mi pe(9+1)
L6+ 1)— 1 /e”“,u (O“SH)CZM
211 T
ST )

F(ad+1)

(1.17)

(1.18)
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(11) Sea s,t > 0, entonces

tfa

t7YD,(st7Y) =
o(st77) 211

/ Ma—leu—st_a,ua td,u.
r

Se denota 7 = pu/t, luego
—

tia(ba(stia) = t /(tT)aletT(Sta)(tT)ath
r

T

t—@ o
— : / taTozfletffsT dr
2mi Jr

1

_ _ «
— : e 1€t7' ST dr.
271 T

Asi, por la identidad anterior, usando Fubini y la férmula de Cauchy se tiene final-

mente para Re()\) suficientemente grande:

o0 [e.9] 1 o
/ e MO, (st dL :/ e M (_/Ta_letT_ST d7'> dt
0 0 2mi Jp
— L Fa—lo—st® </oo 6t()\‘r)dt> dr
2mi Jr 0

_ _ @
1 T 1e ST

= — d
27 Jp A—T T

— )\a—le—S/\D‘
Por extensién analitica se tiene que el resultado vale para Re(\) > 0.

O]

Otra funcién de tipo Wright que Mainardi introduce en [23], para 0 < a < 1, es la funcién
M-Wright en dos variables,

My (s,t) ;= t" *My(st™%) =t “Dy(st™), t>0, seR. (1.19)

Por lo tanto, de la ecuacién ([1.18]) se tiene que la transformada de Laplace en A de la
funcién M, (s, t) con respecto a t esta dada por:

—

Ma (s, )(A) = Ao~LemsX,

Un resultado que relaciona la funcién de tipo Wright ®,(z) con la funcién de Mittag-Leffler
es el siguiente.

Proposicién 1.2.5. Sea 2z € C y 0 < a < 1, entonces
oo
Eu(2) = / e*®,,(t)dt. (1.20)
0

Es decir, Eo(—z) es la transformada de Laplace de ®,(t) en todo el plano complejo.
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Demostracion. Por la definicién en serie de potencias de la funcién exponencial y la ecua-

cién ([1.17)) se tiene lo siguiente:

% I N RN
/0 e @a(t)dt_/o > | alt)t

n=0
o0 o 00
:Zn'/ t"®,,(t)dt
_Zn'f‘an—i-l
_Z om+

Por lo tanto, se prueba la afirmacion ya que la ultima identidad corresponde a la definicién
de la funcion de Mittag-Leffler. O

Proposicién 1.2.6. Sea 0 < o < 1, la funcion de tipo Wright, ®4(t), es una funcion de
densidad de probabilidad:

Demostracion. Por la ecuacién ((1.20)) y la definicién de la funcién de Mittag-Leffler se tiene

JoS @a(t)dt = Eo(0) = 1. Ahora, ®q(t) = W_qg,1—a(—t) y por (L.14) se tiene ®o(t) > 0
parat >0y a €]0,1]. O

Una generalizacién de la funcién M-Wright en dos variables de Mainardi es definida en [1]

Definicién 3.1] como sigue.

Definicién 1.2.4. Para 0 < a <1 y 8 >0, se define la funcion 1, g en dos variables por

Vap(s,t) =P IW_o 5(—st™), t>0, s€C.

Notar que, la funcién 1, g considera algunos casos particulares que se usan en el desarrollo

de este trabajo:
(1) para 8 =1 — «, se tiene la funcién M-Wright, (1.19)),
Ya1-a(s,t) =t @y (st™) = My(s,t), s,t>0.

(1) para 8 =0, se tiene la funcién

Vao(s,t) =t W_n0(—st™®), t>0, seC. (1.21)
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El siguiente resultado da algunas propiedades que verifica la funcién ¢, g(s,t), como su
positividad y sus transformadas de Laplace con respecto a las variables ¢ y s (ver [1I
Teorema 3.2]).

Teorema 1.2.1. Sea 0 < a <1y B >0, se tiene
(1) Yap(s,t) >0, para s,t > 0.
1) [;° e Mo p(s, t)dt = APe=*2" para s, > 0.

(1) [o° Mg p(s, t)ds = t*TP71E, o s(AtY), para t > 0, X € C.

(av) 7 s pa(s, t)ds = tont+B-1 F(ZSQ,B)? para t,n > 0.

1.3. Transformacion de Poisson

La distribucion de Poisson se aplica a varios fenémenos discretos de la naturaleza cuando
la probabilidad de ocurrencia del fenémeno es constante en el tiempo o el espacio. Surge
en conexion con los procesos de Poisson. Para cada n € Ny, la distribucién de Poisson, estd

definida por
1"

E) t>07

pn(t) :=e

donde n es el nimero de ocurrencias del evento o fenémeno y ¢ es un parametro positivo que
representa el nimero de veces que se espera que ocurra el fenémeno durante un intervalo

de tiempo dado.

Es claro que p,(t) >0y
/ pu(t)dt =1, n € Np.
0

En seguida, se presenta un método que permite discretizar fenénemos continuos mediante
el uso de las propiedades de la distribuciéon de Poisson. En el Capitulo 4, se muestra que
cuando este procedimiento se aplica a modelos fraccionarios definidos en la escala de tiempo
real positivo (RT), estas transformaciones se comportan bien y se ajustan perfectamente
a los conceptos fraccionarios discretos.

Definicién 1.3.1 (Transformacién de Poisson, [19]). Sea X un espacio de Banach y f :
[0,00[— X wuna funcion localmente integrable y acotada. Se define la transformacion de

Poisson como

P = [ " pa(f(dt, n e No. (1.22)

En el caso de {S(t)}+>0 € B(X) su transformada de Poisson se escribe como P(S)(n)z en
lugar de P(S(-)x)(n).
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Observacién 1.3.1. Sea {S(t) }+>0 C B(X) y suponga que existe M > 0 tal que ||S(t)|] <
M, entonces

1P(S) (n)]| < /O " llpn(t)S(t)aldt < M /0 " pa®llalldt = Mz, n € No.

—_—~—

Por lo tanto, para todo x € X, la transformada Z, P(S)(z)z, existe para todo |z| > 1.

Una conexion interesante entre la transformada Z y la transformada de Laplace puede darse
por medio de la transformacion de Poisson. Este es el contenido del siguiente resultado.

Teorema 1.3.1. Sea {S(t)}+>0 C B(X) acotada. Entonces,

P

P(S)(z)x =51 —1/2)z, =€ X,
para todo z € C tal que |z| > 1.

Demostracion. Sea z € C tal que |z| > 1, entonces 1 — 1/z pertenece al disco D(1,1) :=
{weC:|lw—1| <1}, pues |[(1 —1/z) — 1] =1/|z] < 1. En particular, Re(1 —1/z) > 0 ya
que (1—1/z) € D(1,1). Asi, existe S(1 —1/z). Ademas por la Observacién se tiene

—~

que existe P(S)(z)x.

Por lo tanto,

7;(\5/')(2)30 = Z 27"P(S)(n)x = Z Z_n/ pn(t)S(t)xdt = Z z_”/ e_t%S(t)xdt
n=0 n=0 0 n=0 0 ’
= / et Z (t/z') S(t)xdt = / e telZS(t)xdt = / e~ I=V2 S () adt
0 —y 0 0
=5(1—1/2)z,
para todo z € X, lo que prueba el teorema. ]

Observacién 1.3.2. Un resultado andlogo se cumple en el caso de que {S(t)}+>0 sea
reemplazado por una funcion continua y acotada a : [0,00]— C, obteniendo:

—

Pla)(z) =a(l - 1/z),
para todo z tal que |z| > 1.

Por la definicién del nicleo k% en (|1.4)) y g4 en (|L.5)) se tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.3.1. Para cada o > 0 la siguiente propiedad de muestreo vale:

P(ga)(n) = k*(n), ¥n € No.
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Demostracion. Para cada n € Ny, se tiene

_ > _ > ftﬁta_l _ 1 /oo —tn+a—1
P(ga)(n)—/o pn(t)ga(t)dt—/O e n!F(a)dt_F(a)n! e t dt.

Como I'(n+1) =nly D(n+a) = [;° e 't"T*"1dt, entonces

I'(n+ «)

P(ga)(n) = NORCEIE k%(n), n € Ny,

lo que prueba la afirmacién.
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Como go(A) = /\%, donde o > 0, entonces por la Observacion se tiene que la trans-

formada Z de k“ estd dada por:

ko (z) = Plga)(z) = a(l — 1/2) = , para todo |z| > 1.

(z = 1)«



Capitulo 2

Teoria de Cj-semigrupos

Este capitulo se enfoca en la teoria basica de los semigrupos fuertemente continuos de ope-
radores lineales acotados, llamados Cy-semigrupos, y su respectivo generador. Se enuncian
algunas de las propiedades més importantes para introducir célebres teoremas como: Teo-
rema de Hille-Yosida en su version de contracciones, Teorema de la Perturbacién acotada
y el Teorema de Aproximacién de Trotter-Kato. Finalmente, se presentan los teoremas de
Datko-Pazy y Gearhart-Priiss-Greiner que caracterizan la estabilidad exponencial uniforme
de los Cy-semigrupos sobre espacios de Banach y Hilbert respectivamente.

2.1. (Cy-Semigrupos

Sea X un espacio de Banach. Se dice que T : [0,00[— B(X) es fuertemente continuo si

para todo € X el mapeo t — T(t)z es continuo en R¥.
Definicién 2.1.1 (Cy-semigrupo). Una familia de operadores lineales acotados, {T'(t) }+>0,
fuertemente continuo, se llama semigrupo o Cy-semigrupo, si cumple las siguientes condi-
ciones:

(1) T(0)=1.

(1) T(t+s) =T(t)T(s) para todo t,s > 0.

(i11) lim;_,o+ T(t)x = x para cada x € X.

Seguidamente, se establecen algunas propiedades bésicas de los Cp-semigrupos, las demos-

traciones correspondientes pueden verse en [25].

En primer lugar, los Cy-semigrupos satisfacen una propiedad de acotacién exponencial para

su norma que se enuncia en el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.1 (|25, Capitulo 1, Teorema 2.2]). Sea {T'(t)}+>0 un Co-semigrupo, en-
tonces existen w >0 y M > 1 tal que ||T(t)|| < Me“t para todo t > 0.
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Proposicién 2.1.2. Si {T'(t) }+>0 es un Co-semigrupo, entonces para cada x € X la funcion
¢z 1 [0,00[— X definida por ¢, (t) = T(t)x es continua.
Demostracion. Sea t > 0. Para h > 0, se tiene que:

|¢2(t +h) = da(O)]] = [T (¢ + h)z = T(t)z|| = |TO)T(h)z — T(t)z]|
<T@ NT(h)z — 2|l < Me*'||T(h)x — xl|.

Por otro lado,

|¢a(t = ) = ¢ (D] = |T(¢ = h)x = T(@)z|| = ||T(t = h)x = T(t = h + h)z|]
<|IT(t = )| [lo = T(h)z|| < M|l — T(h)z|]

Luego, ||¢z(t + h) — ¢ (D), ||p=(t — h) — ¢=(¢)]| — 0 cuando h — 0F. O

Definicién 2.1.2 (Generador). Sea {T'(t)}+>0 un Co-semigrupo en un espacio de Banach
X y sea D(A) el subespacio de X definido por

T(t)r —
D(A):={r e X : lim () existe},
t—0+
y para cada x € D(A) se define
Az = lim M
t—0+ t

El operador A : D(A) C X — X se llama generador de {T'(t) }+>0.

De la definicién de generador es claro que cada Cp-semigrupo tiene un tnico generador. En
seguida, se muestra que cada generador proporciona un tunico Cp-semigrupo. Pero antes se

dan otras propiedades del Cy-semigrupo y su correspondiente generador.

Teorema 2.1.1 ([25, Capitulo 1, Teorema 2.4 y Corolario 2.5]). Sea {T'(t)}+>0 un Cp-

semigrupo en un espacio de Banach X y sea A su generador, entonces se cumple:

(1) Para cada x € X,
t+h

1 _ >0
flbl—%h t T(s)xds =T(t)x, t>0

(11) Para cada z € X,
/tT(s)xds eD(A) y A (/tT(s)xds> =T(t)x — .
0 0
(i11) Para cada x € D(A),

T(t)x € D(A) y %T(m« = AT(t)z = T(t) Ax.
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(tv) Para cada x € D(A),
T(t)x —T(s)x :/ AT (T)xdT :/ T(7)Axdr.

(v) El operador A : D(A) C X — X es un operador cerrado y D(A) es denso en X.

En seguida, se tiene como resultado que un Cy-semigrupo esta unicamente determinado
por su generador.

Teorema 2.1.2. Sean {T'(t)}>0 y {S(t)}+>0 Co-semigrupos en un espacio de Banach X
donde A y B son sus generadores respectivamente. Si A = B, entonces T(t) = S(t) para
todo t > 0.

Demostracion. Sea x € D(A) y t > 0. Se define la funcién ¢; : [0,t] — X por ¢:(s) =
T(t — s)S(s)x. Entonces por (III) del Teorema se obtiene
dpi(s)  dI'(t —5)S(s)x
ds ds
=—AT(t —s)S(s)x +T(t — s)BS(s)z

=-T(t—s)AS(s)z +T(t — s)BS(s)x.

—

Como A = B, entonces %S(s) = 0, es decir, ¢; es constante en [0, ¢]. En particular T'(t)x =
#1(0) = ¢¢(t) = S(t)x para todot > 0y x € D(A). Como D(A) es denso en X, entonces
T=5enX. O

Observacién 2.1.1. Sea {T'(t)}+>0 un Co-semigrupo, la propiedad de acotacion dice que
ezisten w > 0 y M > 1 tal que ||T(t)|| < Me*" para todot > 0. Siw =0, {T(t)}+>0 se dice
uniformemente acotado y si ademds M = 1, se llama un Cy-semigrupo de contracciones,
es decir, ||[T(t)|| <1, t>0.

El siguiente teorema es de gran importancia ya que caracteriza los generadores de los
Cy-semigrupos de contracciones dando condiciones sobre el comportamiento del conjunto
resolvente y del operador resolvente del generador.

Teorema 2.1.3 (Hille-Yosida, [25, Capitulo 1, Teorema 3.1]). Un operador lineal A :
D(A) — X, no necesariamente acotado, es el generador de un Cy-semigrupo de contrac-

ciones, {T(t)}+>0 en un espacio de Banach X, si y solo si

(1) A es cerrado y D(A) es denso en X.

(11) El conjunto resolvente, p(A), contiene a |0,00[ y para todo X\ > 0 se tiene

1

MNA <~
1RO AN < 5
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Una de las consecuencias del Teorema de Hille-Yosida es la caracterizacién de los genera-
dores de Cy-semigrupos que son exponencialmente acotados.

Teorema 2.1.4 (Generalizacién de Hille-Yosida, [25, Capitulo 1, Teorema 5.3]). Un ope-
rador lineal A es el generador de un Cy-semigrupo, {T(t)}+>0 en un espacio de Banach X,
que satisface ||T(t)|| < Me*t, para algin w € R y M > 1, si y solo si

(1) A es cerrado y D(A) es denso en X.

(11) El conjunto resolvente, p(A), contiene la linea |w, oo y

M

IBOL AV < 5

A>w, neN.

Ahora bien, se pregunta que sucede si se perturba al generador de un Cy-semigrupo
anadiéndole un operador lineal acotado. Seguidamente, se presenta un teorema que da

propiedades del Cy-semigrupo que persiste bajo tal perturbacién.

Teorema 2.1.5 (de la Perturbacién acotada, [25, Capitulo 3, Teorema 1.1]). Sea A el
generador de un Cy-semigrupo, {T'(t)}i>0, en un espacio de Banach X, que satisface
|IT(t)|| < Me*t para algin w € R y M > 1. Si B es un operador lineal acotado en

X, entonces A+ B es el generador de un Cy-semigrupo {S(t)}i>0 en X, que satisface
S| < Melwtla:

La relacién de estos dos Cp-semigrupos esta dada por

S(t)yr =T(t)x + /Ot T(t —s)BS(s)xds, = € D(A)=D(A+ B).

La aproximacion, ademas de la perturbacién, es otro método utilizado para estudiar el
operador manipulado y el Cp-semigrupo que genera. A continuacion se muestra un resul-
tado que muestra que la convergencia de una sucesién de generadores es equivalente a la
convergencia de sus correspondientes Cp-semigrupos.

Teorema 2.1.6 ([25, Capitulo 3, Teorema 4.2]). Sean {T'(t)}>0 v {Tn(t)}t>0, n € N,
Co-semigrupos generados por A y A, respectivamente, que satisfacen para algin w € R y
M > 1: ||T@)|], || Tn(t)]| < Me“t. Entonces, las siguientes propiedades son equivalentes

(1) Para cada x € X y A € C con Re(\) > w, R(\, Ap)xr — R(\, A)z cuando n — oo.

(11) Para cada x € X yt >0, T,,(t)x — T'(t)x cuando n — oo.
Ademds, la convergencia en la parte (II) es uniforme en t-intervalos acotados.

Una consecuencia directa del anterior teorema es el siguiente resultado.
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Teorema 2.1.7 (de Aproximacién de Trotter-Kato, [25, Capitulo 3, Teorema 4.4]). Sea
An, n € N, el generador de un Cy-semigrupo, {T,,(t)}i>0, que satisface ||T,(t)|| < Me“*
para algin w € R y M > 1. Si para algin Ay con Re(\g) > w se tiene:

(1) Cuando n — oo, R(Ao, An)x — R(XNo)x para todo x € X y

(11) el rango de R(\g) es denso en X,

entonces existe un unico operador A que es el generador del Cy-semigrupo {T'(t)}i>0, que
satisface ||T(t)|| < Me*t, tal que R(\g) = R(X\o, A). Ademds, cuando n — oo, Tp(t)x —
T(t)x para todot >0 yz e X.

2.2. Nociones de estabilidad asintdtica

Después de haber enunciado teoremas de generacién, perturbacién y aproximacién para
los semigrupos fuertemente continuos en la seccién anterior, seguidamente se estudia uno

de los tipos importantes de comportamiento asintético: la estabilidad.

El desarrollo de la teoria de estabilidad incluye muchos conceptos no equivalentes como:
exponencialmente estable, fuertemente estable, débilmente estable y polinomialmente es-
table. En este caso se estudia la estabilidad de los Cp-semigrupos vista desde el siguiente

concepto de convergencia.

Definicién 2.2.1. Un Cy-semigrupo, {T'(t)}+>0 en un espacio de Banach X, se dice uni-

formemente exponencialmente estable si existen constantes w >0 y M > 1 tal que:

IT(®)] < Me™t, ¥t > 0.

La teoria més pionera de estabilidad para los Cy-semigrupos ha sido probada por Datko,
en 1970, y en unos anos mas tarde, en 1972, Pazy completé el resultado de Datko y este

resultado es conocido por Teorema de Datko-Pazy.

A lo largo del tiempo han surgido varios otros resultados y algunos usan la caracterizacion
del espectro o resolvente del generador del Cy-semigrupo, pero estos enfoques son diferentes
al enfoque del Teorema de Datko-Pazy. La idea que uso Datko en su prueba fue la funcion
de Lyapunov en espacios de Hilbert mientras que Pazy baso su prueba en la integral de la
norma del operador de evolucion.

Antes de enunciar el Teorema de Datko-Pazy se introducen algunos conceptos y propiedades

de los Cp-semigrupos, para las demostraciones ver [11].

Definicién 2.2.2. La constante de crecimiento de un Cy-semigrupo, {T'(t)}+>0, estd defi-
nida por:
wo = wo(T) := inf{w € R : lim e **||T(t)|| = 0}.
t—00
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De la definicién de wy es claro el siguiente resultado.
Corolario 2.2.1. Un Cy-semigrupo, {T(t)}+>0 es uniformemente exponencialmente estable

sty solo si wy < 0.

permite establecer las siguientes carac-

Por otra parte, la identidad wg = limy_,» %t(t)”

terizaciones de estabilidad exponencial uniforme.
Proposicién 2.2.1 ([I1}, Capitulo V, Proposicién 1.7]). Para un Cy-semigrupo, {T'(t)}+>0,

las siguientes expresiones son equivalentes.

(1) wo <0, es decir, {T(t)}+>0 es uniformemente exponencialmente estable.
(1) lim;—o ||T(¢)]| = 0.

(1) ||T'(to)|| < 1 para algin to > 0.

Una observacion esencial para la demostracion del Teorema de Datko-Pazy se obtiene de
estudiar el mapeo &, : t — T'(t)x. La estimacién exponencial

1T ()] < Me™!||a|

para constantes w > 0y M > 1y para todo x € X, es decir, {T'(t)}+>0 uniformemente
exponencialmente estable, implica que cada &,(-) pertenece a LP(]0, o[, X ) para todo p €
[1,00][. En efecto,

e (D)2 = /0 ea(0)]Pdt = /O IT(0)e|Pdt < /0 MPeP 2] [P = M|z

Por lo tanto, para cada x € X,

/ 1T ()z|Pdt < oo.
0

El siguiente teorema establece que también la implicacién inversa se cumple.

Teorema 2.2.1 (Datko-Pazy). Sea {T(t)}+>0 un Co-semigrupo en un espacio de Banach
X. Entonces, {T'(t)}+>0 es uniformemente exponencialmente estable si y solo si para un (o

todo) p € [1,00[ se tiene que

o0
/ IT(t)z||Pdt < 00, € X.
0

Observacién 2.2.1. Como consecuencia de la demostracion del Teorema de Datko-Pazy
(ver [11), Capitulo V, Teorema 1.8]) se tiene: si {T(t)}+>0 un Co-semigrupo uniformemente
exponencialmente estable, entonces existen constantes M > 0 y p > 1 tal que

M

|§m, t > 0.

@)
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Los criterios de estabilidad antes mencionados son muy buenos y ttiles, sin embargo, tienen
como desventaja que dependen del conocimiento explicito del Cy-semigrupo y en la mayoria
de los casos solo se tiene el generador y su resolvente. Por lo tanto, caracterizaciones en

términos de su generador son mas interesantes.

El siguiente teorema puede considerarse como una generalizacién del teorema de Lyapunov
de dimensién finita al caso de dimensién infinita. Se origind en el trabajo de Gearhart,
en 1978, donde considerd el caso con un Cp-semigrupo de contracciéon en un espacio de
Hilbert. Esto se extendid al caso sin contraccién obteniendo nuevas y mas simples pruebas
trabajadas independientemente por Herbst, Howland, Huang y Priiss, el itimo en 1984.
Para los espacios de Banach, Greiner dio una caracterizacion, en 1984.

Teorema 2.2.2 (Gearhart-Priiss-Greiner). Sea {T'(t)}+>0 un Co-semigrupo en un espacio
de Hilbert H. Entonces, {T'(t)}+>0 es uniformemente exponencialmente estable si y solo si
el semiplano {p € C : Re(u) > 0} estd contenido en el conjunto resolvente del generador
A, p(A) y el resolvente de A en u, R(u, A), satisface

M= sup [[R(p, A)|| < oo
Re(p)>0

Para una demostracién ver [L1, Capitulo V, Teorema 1.11] y [10, Teorema 2.16], en los
cuales una de las pruebas de este teorema esta basada en las propiedades de la transformada
de Laplace inversa y otra prueba usa el teorema de Datko-Pazy.



Capitulo 3

Teoria de familias resolventes

En este capitulo se introduce la teorfa inicial de las familias a-resolventes y (v, a)-resolventes
(ver [8,120]), las cuales permiten definir una solucién para las ecuaciones diferenciales frac-
cionarias. Ademds, se presentan algunas propiedades relacionadas con los generadores de
estas familias. Al final, se enuncian resultados de subordinacién para familias resolventes
[8, 1.

3.1. Familias a-resolventes

Inicialmente se dan dos definiciones de continuidad que caracterizan mas adelante el gene-

rador de una familia a-resolvente.

Definicién 3.1.1. Sea a > 0. Una familia {S,(t)}i>0, donde S, : [0,00[— B(X), de

operadores lineales acotados se dice:

(1) Uniformemente continua si lim;_s|[Sa(t) — Sa(s)|| = 0 para todo s > 0.

(11) Fuertemente continua silimy_||Sq(t)x — Sa(s)x|| = 0 para todo s > 0 y todo z € X.

A continuacién se presenta una teoria que generaliza la definiciéon de un Cp-semigrupo,
dado que el siguiente concepto es consistente con la definicién de un Cy-semigrupo.

Definicién 3.1.2. Sea A un operador lineal cerrado con dominio D(A) definido en un
espacio de Banach X y « > 0. Se llama a A el generador de una familia a-resolvente si
existe w > 0 y una funcion Sy : [0, 00[— B(X) fuertemente continua tal que {\* : Re(\) >
w} C p(A), el conjunto resolvente de A, y

Sa(N)x := / e MS ()xdt = AN — A) 7l Re(\) >w, z€X. (3.1)
0

En este caso, {Sqa(t)}+>0 es llamada la familia a-resolvente generada por A.
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Por el teorema de la unicidad para la transformada de Laplace, una familia 1-resolvente,
Si1(t), es lo mismo que un Cp-semigrupo, mientras que una familia 2-resolvente, Ss(t),

corresponde a una familia coseno.

Hay una definicién equivalente en términos de una ecuacién funcional que generaliza la

ecuacién funcional de Cauchy: T'(s)T'(t) = T'(s + t). Para mayor informacién ver [22].
Observacién 3.1.1. En particular, dado A € C, se sigue de la Proposicion[1.2.2 que
Sa(t) = Eo(At%), t>0,

es la familia a-resolvente generada por A = Al

Algunas propiedades de {S,(t) }+>0 estan incluidas en la siguiente proposicién, ([16, Lema
2.3]), que al igual que en los Cp-semigrupos relaciona las familias a-resolventes con su

generador.

Proposicién 3.1.1. Sea {Sq(t)}+>0 la familia a-resolvente generada por A, entonces se
tienen las siguientes propiedades:

(1) So(0) = 1.
(11) Sa(t)D(A) C D(A) y ASy(t)x = Su(t)Ax, para todo x € D(A), t > 0.

(it1) Para todo x € D(A):

t
Sa(t)xr =2 +/ gt — 8)AS,(s)xds, t > 0.
0

El siguiente resultado da la forma que tiene el generador de una familia a-resolvente.

Proposicién 3.1.2. Si {S,(t)}+>0 es la familia a-resolvente generada por A, entonces

D(A)={r € X : lim Salt)z — existe},
t—0t
! Sa(t
Az =T(a+1) lim M, z € D(A).

t—0+ te

Se presentan algunos de los resultados mas importantes de [§] que dan otras propiedades

y caracterizaciones de las familias a-resolventes:

Teorema 3.1.1 ([8, Teorema 2.5]). Sea oo > 0. Entonces, un operador lineal A es el gene-
rador de una familia a-resolvente, {Sq(t) }+>0, exponencialmente acotada y uniformemente

continua si y solo si A es un operador acotado.

Teorema 3.1.2 ([8, Teorema 2.6]). Si « > 2 y A genera una familia a-resolvente,

{Sa(t)}+>0, exponencialmente acotada y fuertemente continua, entonces A es acotada.
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Este dltimo teorema dice que si se desea trabajar con familias a-resolventes generadas por
un operador A no acotado estas solo tienen sentido para 0 < o < 2.

Posteriormente, se enuncian dos problemas los cuales permiten dar ejemplos de familias

a-resolventes.

Ejemplo 3.1.1 ([8, Ejemplo 2.19]). Sea o €]0,1[, 6 € [0,x], x €]0,1[, t > 0, se considera
el problema
CD?U(.%,I&) = _eieux($7t)7 U(O,t) =0, U(.I',O) = f(.l?)

Sea X = LP|0,1[, Ag = —ew% con D(Ag) = {f € W'P(0,1) : f(0) = 0}. Entonces, se

tiene la siguiente solucion que depende de la funcion de tipo Wright, ®,(z).

S (1) f(x) = e— 04— /0 " @ (se=10) f(z — s)ds, Vf € LP.

Ejemplo 3.1.2 ([8, Ejemplo 2.20]). Sea 0 < o < 2, 0 € [0, 7[, x €]0,1[, t > 0, se considera
el problema

eDfu(z,t) = ePugy(z,t), u(0,t) =u(l1,t) =0, u(z,0)= f(z), ulz,0)=0.

Sea X = L*0,1], By = €L, con D(Bg) = {f € W22(0,1) : f(0) = f(1) = 0}. En
particular, si fo(x) =Y 7 | cpsin(nmax), entonces se tiene la solucion representada por la

serie:

e}
Sa(t) fo(x) = Z cnsin(nrx) Ey(2t®), zn = —en%n?.
n=1

Aunque el teorema de perturbacion funciona muy bien en el caso de los Cp-semigrupos,
como se vio en el Teorema [2.1.5 con las familias a-resolventes esta propiedad no es en
general verdadera cuando 0 < a < 1, como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.3 ([8, Ejemplo 2.24]). Sea 0 < o < 1 fijo. Se asume que X = 11, el espacio de
Banach de todas las sucesiones x = {xn}>2 |, xn, € C, con norma ||z||p = Y07 |2n| < 0.
Sea A, un operador definido por:

D(Ag) ={z €l': ) nlzy| < oo}, Agx ={nz,}o2,.

n=1

Entonces, se tiene que A, genera una familia a-resolvente, pero Ao +1 no genera ninguna
familia a- resolvente.

3.2. Familias (o, a)-resolventes

A continuacién, se define el generador de la familia (o, a)-resolvente.
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Definicién 3.2.1. Sea A un operador lineal cerrado con dominio D(A) definido en un
espacio de Banach X y o > 0. Se llama a A el generador de una familia (o, o)-resolvente
si existe w > 0 y una funcion R, : [0,00[— B(X) fuertemente continua tal que {\“ :
Re(\) > w} € p(A), el conjunto resolvente de A, y

Ra(N)z = / e MRy()zdt = (N — A) 7Lz, Re(\) >w, zeX.
0

En este caso, {Ra(t)}+>0 es llamada la familia (o, o)-resolvente generada por A.

Note que la definicién anterior generaliza el caso de las familias a-resolventes, ya que una
familia («, 1)-resolvente corresponde a una familia a-resolvente. Ademads, estas familias
son un caso particular de las familias («a, §)-resolventes y mas ain estdn incluidas en las
familias (a, k)-regularizadas donde a(t) = k(t) = ga(t), 0 < o < 1. Para mas informacién
ver [20].

Al igual que con las familias a-resolventes, para las familas («, a)-resolventes se tiene una

caracterizacién de su definiciéon y una representacién para su generador.

Proposicién 3.2.1. Sea {R,(t)}+>0 la familia (o, o) -resolvente generada por A, entonces

se tienen las siguientes propiedades:

(1) limy_,o ' =¥ R, (t) = ﬁ].
(1) Ra(t)D(A) C D(A) y ARy (t)z = Ru(t)Az, para todo x € D(A), t > 0.
(i11) Para todo x € D(A): (ga * Ra)(t)z € D(A) y
Ro()x = go(H)x + A(ga * Ro)(t)z, t>0.

Proposicién 3.2.2. Si {R,(t) }+>0 es la familia (o, ) -resolvente generada por A, entonces

el operador A estd dado por

Ro(t)r —2
D(A):{SUEX:tEr&Eh)é)x existe},
’ Ralt)
r— X
Az =D(a+1) lim "o "% D(A).
z=T(a+1) lm ROER (A)

A continuacién, se tiene una relacién entre una familia a-resolvente, {Sq(t)}:t>0, y una

familia («, «)-resolvente, { Ry (t)}+>0, ambas generadas por A.

Teorema 3.2.1. Si A es el generador de una familia (o, o)-resolvente, {Rq(t) }+>0, para
algin 0 < o < 1, exponencialmente acotada, entonces A es el generador de una familia
a-resolvente, {Sq(t) >0, dada por

Sa(t) = (g1-a * Ra)(t), t=0.
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Demostracion. Se tiene por hipétesis que }/2\0[()\) = (A — A)~7! luego

(91-a % Ra)(N) = GI-a(M)Ra(N)
1
=31 (A — A7t
— )\a—l()\a _ A)—l
= Sa(V)
Asi, por el Teorema se concluye la demostracién. O

3.3. Principios de subordinacién

Un principio de subordinacién, fue presentado anteriormente por Jan Priiss, en [20], para las
ecuaciones integrales generales de Volterra. Sin embargo, se han obtenido nuevos resultados

en [I 8] que estudian en detalle este principio para la ecuacién de evolucién fraccionaria.

Por ejemplo, una férmula de subordinacién es dada por H. Fattorini, en 1985. En uno de
sus trabajos muestra que si el operador A genera una familia 2-resolvente, familia coseno
Sa(t), entonces A genera un Cp-semigrupo, Si(t), y sus relacién estd dada por la formula
abstracta de Weierstrass:

1 o0
Sy(t) = N /0 e=5/U0 Gy (s)ds, t> 0.

Otras formulas de subordinacién permiten crear nuevas familias de operadores de algunas

versiones anteriores.

El siguiente teorema de Bazhlekova para familias a-resolventes, es un caso particular del
teorema presentado por Jan Priiss, y es de gran ayuda para estudiar la solucién de algunas
de las ecuaciones en diferencias fraccionarias del Capitulo 4.

Teorema 3.3.1 ([8, Teorema 3.1]). Sea 0 < a < 8 < 2, v = «o/f y A un operador
lineal cerrado definido en un espacio de Banach X. Si A genera una familia $-resolvente
{Ss(t) >0, tal que para t > 0 satisface ||Sp(t)|| < Me*! para algin M > 1 y w > 0,
entonces A genera una familia a-resolvente {Sq(t)}+>0, tal que para t > 0: |[Sa(t)|] <

1/~ . ., .-
Me¥ "'ty la siguiente representacion es vdlida:

[e. 9]

Sa(t)z = / 770, (st77)S(s)axds = / O, (7)Sp(rt")xdr, t>0, xze€X,
0 0
donde ®,(7) es la funcion de tipo Wright (1.15)).

Demostracion. Sea x € X fijo.

Se define ~
S(t)x = / Q. (7)Sa(rt")zdr, t > 0.
0
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(1)

(111)

Se demuestra que S(t) es exponencialmente acotada. En efecto, se sabe por hipétesis
que |[S3(t)|| < Me*" para algin M > 1y w > 0, entonces

o0

o0
IS < [ 10,5 reldr < [ ()b
Asi, por las Proposiciones y se tiene
o0
1S()]| < M /0 O, (1)@ dr = ME, (wt).
Finalmente, por la ecuacién ([1.13]) se obtiene
1S(t)]| < MCe™, ¢ >0,

S(t) es fuertemente continua ya que por el teorema de la convergencia dominada, por
la propiedad de densidad de ®,(7) y S3(0) = I, se tiene

z — z. ’y
tl_1>1(1)rl+ S(t)x tl_l)rgl+ ; Q. (1)Sp(Tt")zdr
o)
_ { 2
/0 ., (1) (tg%l Sa(tt ):E) dr

= /OOO ., (T)xdr
= a:/ooo . (7)dr

Se observa que S(t) = S, (t). Para A > w!/7 se sabe que S(t)x = JoS 7@, (st77)Sp(s)ads,

luego multiplicando a S(t)x por e~

/OOO eAtS(t)a;dt:/Ooo Y (/OOO t7¢7(st7)55(8)xd8> ”

- /O h Ss(s)z ( /0 h e_’\tt_7<1>,y(st_7)dt> ds.

Usando la ecuacion ((1.18]), se obtiene

/ e MS(t)xdt :/ Sa(s)x (/\7_16_S/W> ds = )\7_1/ e Sp(s)ads.
0 0 0

e integrando respecto a t se tiene

Asi, por la hipdtesis v = a/f3, la definicién de la familia S-resolvente, {Sg(t)}i>0, ¥
la ecuacién (3.1]) se tiene finalmente que:

/ T MG (b zdt = A1 [0y - )] 2
0

=yt [)\O‘_V(/\a - A)—l} .



3.3. Principios de subordinacién 31

Por lo tanto, se demuestra, por definicién, que A genera una familia a-resolvente, {S, (t) }+>0,
que ademas es exponencialmente acotada. ]

Corolario 3.3.1. Sea 0 < a < 1 y A un operador lineal cerrado definido en un espacio de
Banach X. Si A genera un Co-semigrupo, {T(t)}+>0, tal que para t > 0 satisface ||T(t)|| <
Me*t para algin M > 1 y w > 0, entonces A genera una familia a-resolvente, {Sa(t)}>0
tal que para t > 0 satisface ||Sq(t)|] < Me#" 'ty estin relacionadas por la férmula:

Sa(t)x :/ 7Py (st *)T(s)zds :/ O (7))L (1t%)xdr, t>0, zeX.
0 0

Demostracion. Si A genera un Cp-semigrupo, es decir, una familia 1-resolvente S;(t) =
T(t), tal que para t > 0 satisface ||T'(t)|| < Me* para algin M > 1y w > 0, entonces por
el Teorema [3.3.1]se tiene cuando § = 1 que v = a y que A genera una familia a-resolvente
{Sa(t)}>0 tal que

Su(t)z = / B (7)1 (157 )z — / o (F)T(rt%)2dr, >0, € X.
0 0
OJ

L. Abadias y P. Miana en [I] dan una versién generalizada del principio de subordinacién
de Bazhlekova para familias (a, a)-resolventes ([I, Corolario 4.7]) como sigue.

Teorema 3.3.2. Sea 0 < <2, 0< vy <1, v=a/yA un operador lineal cerrado
definido en un espacio de Banach X . Si A genera una familia (3, 3)-resolvente { Rg(t) }1>0,
tal que para t > 0: ||Rg(t)|| < Me*" para algin M > 1 y w > 0, entonces A genera una
familia (o, &) -resolvente {Ro(t) }1>0, tal que para t > 0 se satisface ||Rq(t)|| < Me*'"t, y

estd dada por:

Ry (t)z == / Yao(s,t)Rg(s)xzds, t>0, zeX,
0

donde q,0(s,t) es la funcion de tipo Wright (1.21]).

En particular, se tiene el caso en que A genera un Cy-semigrupo.

Corolario 3.3.2. Sea 0 < a < 1 y A un operador lineal cerrado definido en un espa-
cio de Banach X. Si A genera un Cy-semigrupo, {T'(t)}t>0, que satisface para t > 0:
IT(#)|| < Me“t para algin M > 1 y w > 0, entonces A genera una familia (o, @)-
resolvente, {Rq(t)}t>0, tal que para t > 0 satisface ||Rq(t)|| < Me*"'"t |y estin rela-
cionadas por:

Ry(t)z = / Yao(s, )T (s)zds, t>0, zeX.
0
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Observacién 3.3.1. Si en el Teorema se tiene que [ €]1,2] y {Rg(t)}i>0 es la
familia (B, B)-resolvente generada por A que satisface para t > 0: ||Rg(t)|| < Me“", para
algin M > 1 y w > 0. Entonces, A genera el siguiente Co-semigrupo

T(t)x := / Yao(s,t)Rg(s)xds, t>0, ze€X.
0



Capitulo 4

Ecuaciones en diferencias
fraccionarias y estabilidad

En este capitulo se introduce la teoria del calculo fraccionario discreto, en el cual se dan las
definiciones del operador de diferencia fraccionaria de Riemann-Liouville y del operador
de diferencia fraccionaria de Caputo. Ademas, se presenta un resultado que los relaciona.
Luego, con ayuda de la transformacién de Poisson, definida en el Capitulo 1, se relacionan
los conceptos de derivada fraccionaria continua y derivada fraccionaria discreta. Finalmen-
te, se definen problemas abstractos discretos de Cauchy, para luego estudiar su solucién y
estabilidad.

4.1. Calculo fraccionario discreto

En esta seccién se definen los operadores en diferencias fraccionarias y se muestran algunos
de los resultados mas importantes del calculo fraccionario discreto que son necesarios para
la solucién de las ecuaciones en diferencias que son presentadas en la Seccion 4.3. La
siguiente teoria presentada estd introducida en [19].

Para un nimero real a se denota
N, :={a,a+1,a+2,..},

y se escribe N; = N. Sea X un espacio de Banach complejo. Se denota por s(Ng; X) el
espacio vectorial que consiste en todas las sucesiones de valores vectoriales f : N, — X.

El operador de Euler progresivo A, : s(Ng; X) — s(Ng; X) estd definido por
Aaf(t) = f(t + 1) - f(t)’ t € Ng.

Para m € Ng, se define recursivamente A" : s(Ng; X) — s(Ny; X) por

AT = AT Lo A,
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y se llama el operador de diferencia progresivo de orden m-ésimo o simplemente diferencia

entera.

Por ejemplo, para cualquier f € s(Np; X), se tiene

8o =3 ()0 s+ i), ne B

=0/
En particular, se obtiene:
Agf(n) = f(n+1) = f(n), neN.

También se denota A = I,, donde I, : s(Ng; X) — s(Ng; X) es el operador identidad y
A=A}

La convolucion finita x de dos sucesiones f, g € s(No; X) estd definida como

(f#9)(n):=>_ f(n—4)g(j), neNo.
=0

Asi, una propiedad que relaciona el operador A con la convolucién finita de f y g estéd

dada por:
A(f*g)(n) = (Af xg)(n) +g(n+1)f(0), n e No. (4.1)
En efecto,
A(fxg)(n) = (f*g)(n+1) = (f*g)(n)
n+1 n
=> fn+1=5)g() =Y f(n—15)g()
j=0 Jj=0
= fin+1=(n+D))gn+1)+>_ fn+1-75)g(G) =Y fln—i)g(i)
j=0 Jj=0
= f(0)g(n+1)+ D [f(n+1—=3) = f(n—5)lg(j)
§=0
= f0)g(n+1)+ > Af(n—j)g(j)
§=0

= f(0)g(n+1) + ((Af) * g)(n), n € No.

La siguiente definicién de suma fraccionaria fue propuesta por F. Atici y P. Eloe en el afio
2009. Una de las razones para elegir este operador es debido a la flexibilidad que se maneja
por medio de los métodos de la transformaciéon Z. Ademads, por su buen comportamiento

para hacer analisis matematico.
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Definicién 4.1.1 (Suma fraccionaria). Sea a > 0. Para cualquier nimero real positivo a,

la a-ésima suma fraccionaria de una sucesion f es

t

Ve ) = 1o D (t—s+1)f(s),

s=a

donde t € Ny y t% := %

En particular, en el caso a = 0 se escribe

n—s+a)
I'n—s+1)

A7 () = V5 f(m) = 3 s £(s). ne N,
s=0

Asi, por la definicién de nticleo k£ de (1.4)), el caso a = 0 se puede representar en términos
de la convolucion finita como

n

A=f(n) =k (n —s)f(s) = (k%% f)(n), n € Np. (4.2)

s=0

Para el tratamiento numérico de las ecuaciones en diferencias fraccionarias es esencial tener
buenas aproximaciones del operador diferencial fraccionario, D®. Por lo tanto, para hacer
una aproximacién discreta del operador D¢ es conveniente hacer uso de los operadores
discretos de traslacién: con paso hacia atras y adelante. La discretizacion de Griinwald-
Letnikov se basa en el esquema de Fuler hacia atras pero este esquema presenta algunos
inconvenientes. Ch. Lubich propone un método diferente que combina el método clasico de
Euler hacia atras con una regla de cuadratura adecuada. Finalmente, el método de Lubich

requiere de un ntcleo para o > 0 el cual corresponde a k%, definido en (1.4)).

El siguiente concepto es analogo a la definicién de la derivada fraccionaria discreta en el
sentido de Riemann - Liouville que se da mas adelante. En otras palabras, a una sucesién
de valor vectorial dada, se aplica primero la suma fraccionaria y luego la diferencia entera:

Definicién 4.1.2 (Operador de diferencia fraccionaria nabla). El operador de diferencia

fraccionaria nabla de orden o > 0 se define por

V() = ATV f)(t), t e N,

a a
donde m —1 < a<m, m=[al.
Para el caso a = 0 se denota A® y corresponde a la definicién del operador de diferencia
fraccionaria A% : s(Np; X) — s(No; X) de orden o > 0 en el sentido de Riemann - Liouville.

Es decir, el operador de diferencia fraccionaria en el sentido de Riemann - Liouville de

orden a > 0 estd definido por:

AYf(n) := A o A=) f(n), n e Ny, (4.3)
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donde m —1 < a<m, m=[al.

Intercambiando el orden de los operadores en la definiciéon del operador de diferencia frac-
cionaria nabla, y de manera similar a lo anterior, se introduce la nociéon de operador de

diferencia fraccionaria en el sentido de Caputo como sigue:

Definicion 4.1.3. Sea a > 0, la a-ésima diferencia fraccionaria de Caputo se define por
cVEf(t) = VM O(AT)(t), t €N,
dondem—1<a<m, m=|a].

Para el caso particular a = 0 se tiene que el operador de diferencia fraccionaria en el
sentido de Caputo de orden « > 0 esta definido por:

cA f(n) i= A~ (AR F)(n), € Ny, (1.4)
donde m — 1 < a <m, m = [a].

Observacién 4.1.1. Las definiciones (4.3) y (4.4) se pueden reescribir respectivamente,
usando (4.2)), como:

A%f(n) = A7 (E™ %% f)(n) y cA%f(n)=(E""**x A7 f)(n), con n € Ny.

A continuacién, se introduce un operador que ayuda a establecer una relacién entre los
operadores de diferencia fraccionaria, Riemann-Liouville y Caputo, de orden 0 < o < 1.

Dado p € R, se define el operador traslacion 1, : s(No; X) — s(Ng; X) por

(7p.f)(n) == f(n+p), neN. (4.5)

En particular, cuando p = 1 se tiene que (71 f)(n) = f(n + 1), entonces
Af(n) = (mf)(n) = f(n).
Lema 4.1.1. Para cada 0 < a <1 y f € s(No; X) se tiene
('~ mf)(n) = ('~ % f)(n+ 1) — k'%(n+ 1) £(0),

donde k'~ y 1 son definidos en (1.4) y ([&.5) respectivamente.

Demostracion. Se tiene por la definicién de la convolucién finita que

(" x 71 f)(n Zklan—s )(71f) (s Zkla —8)f(s+1).
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Luego, haciendo s =1 — 1 se concluye el lema:

n+1

(B s mf)(n) => k" *(n+1-1)f(1)
=1
n+1

=D kT4 1= D) f(1) — k' (n + 1) £(0)
=0

= (K% f)(n+1) — E'"%(n 4 1) £(0).

Teorema 4.1.1. Para cada 0 < a <1y f € s(Nog; X) se tiene
cA®f(n) = A%f(n) = k'~%(n +1)£(0), n € No,

donde k'~ es definido en (1.4).

Demostracion. Se sabe que cA®f(n) = (k'=*+Af)(n) donde Af = 71 f — f por (4.5)). Asi,
por el Lema [£.1.1] se tiene

A" f(n) = (K="= (nf = ))(n)
= (K" %7 f)(n) — (k' = f)(n)
= (K% f)(n+1) = k7 +1)£(0) — (k' % f)(n)
= Ak % f)(n) — k' (n +1) £(0)
= A%f(n) = k'"%(n+ 1) £(0),
lo que prueba el teorema. ]

4.2. Muestreo via la transformacion de Poisson

Se inicia esta seccién con la siguiente propiedad que conecta la convolucién continua y la
discreta, la cual es muy 1til en el tratamiento de ecuaciones en diferencias abstractas de

la siguiente seccién.

Teorema 4.2.1. Sea a : [0, 00[— C una funcidn tal que su transformada de Poisson y a(1)
existen. Sea {S(t)}+>0 C B(X) fuertemente continua tal que su transformada de Poisson
y S(1) existen. Entonces, para todo x € X,

PlaxS)(n)x = (P(a) *«P(S))(n)x, n € Npy.

Demostracion. Primero se observa que, por las propiedades de la transformada de Laplace,
para cualquier funcién f (escalar o de valor vectorial) con transformada de Laplace tal que
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f((l) existe, se tiene, por Teorema m, que

P = [ paorwi= [T Drma =S8 [T oo
= E = L oy
A=1

Entonces, usando la regla de Leibniz para la n-ésima derivada de un producto (1.9 se

obtiene finalmente:

Plaxs)me = " @rsmae | = E awsae
A=1 A=1
_ ED" S (MY o100 1§ 0] 0)
= ]Zo(ﬂ’)m” 800l

O
Observacién 4.2.1. Con los anteriores resultados se puede concluir que para o, 3 > 0:
K4 (n) = P(gars)(n) = P(ga * g5)(n) = (P(ga) * P(gs))(n) = (k* x k7)(n).
Proposicién 4.2.1. Para o, >0 y u € s(Ng; X) se cumplen las siguientes identidades
1) A=*(A=Pu)(n) = A=@By(n), Vn € Ny.

(1) A=CFDy(n) = A~P(A=*u)(n), V¥n € Ny.

Demostracién. Usando la ecuacién ([1.2)), se concluye (I):

AYATPu) = A7k wu) = k¥ % (B« u) = (B x kP) s u = kO su = A=(@48)y,
Asi, intercambiando el papel de a por 3 se obtiene (I7). O
Observacién 4.2.2. Para «, 5 > 0 se tiene las siguientes identidades:

A"ORP = ko x kB = |otP,
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El siguiente teorema establece una notable y muy interesante relacién entre las definiciones
de derivada fraccionaria continua y derivada fraccionaria discreta en el sentido de Riemann-
Liouville, (1.11)) y (4.3]) respectivamente. Esta relacién se logra mediante el muestreo con
la distribucién de Poisson y es uno de los resultados mas importantes para la realizacion
de este trabajo, pues permite discretizar modelos fraccionarios en tiempos reales positivos,
por ejemplo el problema fraccionario abstracto de Cauchy.

Teorema 4.2.2. Sea 0 < a < 1 yu : [0,00[— X localmente integrable y acotada. Entonces,
se tiene que
P(Dfu)(n+1) = A*P(u)(n), n € Np.

Demostracion. Sean € Ngy 0 < a < 1. Como u es acotada, existe una constante M > 0
tal que ||u(t)|| < M para todo t > 0. Ademas,

(g1 5 w)(B)] < M /0 G1-alt — 5)ds = M /0 G1_a(r)dr = Mgo_a(t),

para todo ¢t > 0. Por lo tanto, ||pn+1(t)(g1—a * u)(t)|]| < #m y €como consecuencia

de una integracion por partes se obtiene:

PR+ 1) = [ pana®DEuOd = [ puin ()G (010 s w0

o0

- /O e (D(g1—a * ) (0)dt

0

—0- /0 1 (©)(g1a * w)(B)dt.

= Pnt1()(g1-a * u)(t)

Se observa que

= pn—i—l(t) _pn(t)7 n € Np.

, d C_ttn+1 e_ttn'H e—t(n 4 1)tn
Ayt = AL
dt \ (n+1)! (n+1)! (n+1)!

Entonces, por el Teorema [4.2.1] se tiene

P(Dfu)(n + 1) = /0 T pst (0 (g1 * w)(D)dt — /O " () (g1 5 w)(8)dt

= (P(g1-a) * P(u))(n 4+ 1) = (P(g1-a) * P(u))(n)
= (K% Pu)(n+1) — (K%« P(u))(n)
= A(EY* % P(u))(n) = A*P(u)(n), ¥n € Ny.

Para uso posterior se da la siguiente aplicacién del anterior teorema.
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Corolario 4.2.1. Para cada 0 < a <1 y0< a < B, se cumple

A“KP(n) = kP~ (n+1), n €Ny

Demostracién. Sea n € Ny, por la Proposicién se tiene que k% (n) = P(gs)(n). Luego,
por el Teorema, se tiene que

Ak’ (n) = A*P(gp)(n) = P(Dgs)(n +1), n € No.
Ademss, por (|1.12) se tiene:
P(Di'gs)(n+1) = P(gs—a)(n+1), neNo.

Por lo tanto,
A%k (n) = Pgp_a)(n+1) =k ~*(n+1), neNy.

O]

El siguiente resultado muestra que algunas propiedades de la familia {S(t)};>0 C B(X)

son heredadas a la familia de sucesiones {P(5)(n)}nen,-
Proposicién 4.2.2. Sea {S(t)}+>0 una familia de operadores lineales, fuertemente conti-
nua y exponencialmente acotada.

(1) Si {S(t)}+>0 es acotada, entonces {P(S)(n)}nen, €s acotada.

11 1 existen constantes > w > at que ~ e para toao = U,
Si exist tantes M > 0 y 0 tal S(t)|| < Me=«t todot > 0

entonces ||[P(S)(n)|] < % para todo n € Ny.

(111) Sea X un Banach Lattice (ver [2, Apéndice C, p478]). Si S(t)x > 0 para todo x > 0
yt >0, entonces P(S)(n)x > 0 para todo x > 0 y n € Ny.

Demostracion. (1) Si{S(t)}+>0 es acotada, existe M > 0 tal que ||S(¢)|| < M para todo
t > 0, entonces

IP(S) ()] S/Ooollpn(t)s(t)lldtSM n € No.

(11) Como existen M,w tales que ||S(t)|| < Me™“! para todo t > 0, entonces

oo M o
1P < [ palede e =1 [T ey
0 n:Jo
Por ([1.7) se tiene que
o0 !
—(4w)tyn g — _m
/0 ‘ (14 w)ntl
Finalmente,

[P(S)(n)]] < Wa
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(1) Como X es un Banach Lattice, existe un cono C C X tal que para x € X se tiene
que x > 0 si y solo si z € C. Asi, S(t)x > 0 si y solo si S(t)x € C para todo = € C,
entonces P(S)(n)x € C para todo x € C pues p,(t) > 0y S(t)z > 0 para todo z € C
y n € Ny, es decir, P(S)(n)x > 0 para todo z > 0y n € Ny.

O

4.3. Ecuaciones en diferencias fraccionarias lineales

Esta seccion inicia con el estudio del siguiente problema de valor inicial discreto de orden
fraccionario cuando A es un operador lineal cerrado con dominio D(A) definido en un
espacio de Banach X:

A%u(n) = Au(n+1), neNy

u(0) = up € X. (45)

Los primeros estudios sobre el modelo (4.6) cuando A es una matriz compleja o de valor
real han aparecido recientemente como por ejemplo en los trabajos de F. Atici y P. Eloe,
en el ano 2011. Sin embargo, el caso no acotado, es decir, cuando A es simplemente un
operador lineal cerrado, no habia sido estudiado en la literatura y solo hasta el 2017 se
presenta este caso en [19].

Para resolver (4.6) es necesario introducir la siguiente nocién de solucion.

Definicién 4.3.1 ([19]). Se dice que una sucesion de valor vectorial u € s(Ng; X) es una
solucion para (4.6]) si u(n) € D(A) para todo n € Ny y u(n) satisface (4.6)).

El siguiente teorema es uno de los resultados de [19] y es la base para los resultados

principales de esta tesis.

Teorema 4.3.1. Suponga que A es el generador de una familia (o, o) -resolvente, { Ro(t) }+>0,
en un espacio de Banach X tal que R, (1) existe. Entonces, la ecuacion en diferencia frac-
cionaria de orden o €]0,1]

A%(n) = Au(n+1), n € Ny, (4.7)

con condicion inicial u(0) = ug € D(A) admite la solucion

u(n) =P(Ra)(n)(I — A)ug = /Ooopn(t)Ra(t)(I — A)updt, n € Np.

Demostracion. Sea x € X fijo. Primero se demuestra que P(R,)(n)z € D(A) para todo
n € Np. De hecho, para todo n € Ny se tiene por Teorema [1.1.5| que:
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donde }/%-;()\) = (A — A)~L. Se denota b(A\) = X\* y R(A) = (A — A)~ L, por lo tanto
Ra(A) = R(b(N))-

Asi, [}/B;()\)](”) = [R(b(N\))]™. Ademés, por la regla de la n-ésima derivada de la composi-
cién ([1.10]) se tiene,

S

)@,

[(Rob)(A Z

1=1

dond
onde i(i—1)

2!
o (=D)L T BN ),

b)) V) -

Ui3) = (b1 = S )b ]9 +

Notar que para todo m € Ny, se tiene [R(A\)]™z = (—=1)™m!(A — A)~(™+Dz. Por lo tanto,
[ROAY)]Dz|y—1 = (—1)4!(I — A)~*Dz € D(A), y por consiguiente

[(Rob)(M)]Vz|r=1 € D(A).

Asi, [Ra(N)]® x| 1 € D(A), luego P(Ra)(n)z € D(A).

A partir de la identidad del enunciado (I11) de la Proposicién se obtiene, para todo
x € D(A),

Prn(t)Ra(t)x = pr(t)ga(t)x + App(t)(ga * Ra)(t)x, t >0, n € Np.

Por lo tanto, integrando respecto a t y por el Teorema |4.2.1] se tiene
P(Ro)(n)z = P(ga)(n)x + AP(ga * Ra)(n)z
= k%(n)z + A(P(ga) * P(Ra))(n)z
=k%(n)z + A(k“ * P(Ra))(n)z, n € Ny.
Convolucionando la identidad anterior por la sucesién k'~ se obtiene
(K172 P(Ro))(n)x = (K172 x k*)(n)z + A(K'™® x k% + P(Ra))(n)x, n € Ny.
Luego, aplicando las propiedades del nicleo y usando (4.2)), se obtiene de la identidad

A~0=9D(R)(n)z = k' (n)z + A(k" * P(Ry))(n)z

=x+ AZP )z, n € Ny.
Ahora aplicando A se tiene
n+1 n
Ao ATIP(Ry)(n)o = Az + A | Y P(Ra)(j)z — Y P(Ra)(j)x
§=0 j=0

= AP(Rq)(n+ 1)z, n e Ny.
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Notar que la parte izquierda de la identidad corresponde a la diferencia fraccionaria de
orden «a €]0, 1] en el sentido de Riemann-Liouville (para m = 1). Luego se tiene

AP(Ry)(n)r = AP(Ro)(n+ Dz, z e X. (4.8)
Defina u(n) := P(Rq)(n)(I — A)ug, para todo n € Ny, luego u(n) € D(A) y u(n) resuelve
[E@7), pues
A%u(n) := AYP(Ry)(n)(I — A)ug = AP(Ry)(n+ 1)(I — A)ug = Au(n + 1).
Finalmente, de la identidad P(R,)(n)x = k*(n)z + A(k* * P(Ra))(n)z, n € Ny, se tiene
que

P(Ra)(0)x = k*(0)z + A(E" + P(Ra))(0)z,

0
=z+A) k(j — 0)P(Ra)(j)x

j=0
=z + AP(R,)(0)z, n € No.
Por lo tanto, P(R4)(0)(I — A)x = = y asi se garantiza la condicién inicial,
'LL(O) = P(Ra)<0)(1 - A)uo = Uug.

O

Por lo tanto, gracias a la transformacién de Poisson se tiene una solucién explicita de la
ecuacién cuando A es el generador de una familia (o, «)-resolvente. Sin embargo,
siempre resulta interesante conocer resultados que proporcionen soluciones cuando A es el
generador de un Cy-semigrupo, por las diferentes aplicaciones que permite la teoria de los
Cp-semigrupos.

A continuacién se presenta uno de los resultados principales de esta tesis, en el cual se
obtiene, por el principio de subordinacién para los Cy-semigrupos y el Teorema [4.3.1] una
solucién para la ecuacién (4.7) cuando A es el generador de un Cp-semigrupo.

Teorema 4.3.2. Sea 0 < a < 1. Suponga que A genera un Co-semigrupo, {T'(t)}+>0,
acotado en un espacio de Banach X, entonces la ecuacion en diferencia fraccionaria

A%u(n) = Au(n +1), n € Ny,
con condicion inicial u(0) = ug € D(A) admite la solucion
u(n) :/ wa(n, s)T(s)(I — A)upds,
0

donde wa(n,s) == [;° %t”wavo(s,t)dt.
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Demostracion. Dado que A genera al Cp-semigrupo {T'(t)}+>0 acotado, entonces existe
M > 0 tal que ||T'(t)|| < M parat > 0. Luego, por el Corolario se tiene que A genera
una familia (a, a)-resolvente { R, (t)}+>0 que estd dada por:

Ry (t)x == /OOO Ya,0(s,t)T(s)zds, t>0, zeX.
Ademas, por los enunciados (I) y (/1) del Teorema se tiene paraz € X y t > 0:
1Ralo)] < [ bl D) ds
< M/OOO Ya,0(s,t)ds

= Mt 'E, (0t
= Mt
y por la ecuacién (|1.6) se sigue para A € C que

1Ra(V)]] < / e~ RO | Ry (1)t
0

o0
0

I'(«)
Re(\)e”

Luego, existe Ro(1) y por Fubini se tiene que la transformacién de Poisson de {R(t)}+>0
es:

P(Ry)(n)x = /000 P (t)Ro (t)xdt

_ /0 T onld) /0 " eo(s, )T (s)zdsdt

_ /0 - ( /0 ” en!twa,o(s,t)dt) T(s)ads

—/ wa(n, s)T(s)xds, n €Ny, z € X.
0

Asi, por Teorema se obtiene la solucién
u(n) = P(Ra)(n)(I — A)ug = / wa(n, s)T(s)(I — A)upds, n € Ny.
0
[

Otro problema interesante que se estudia es dar la correspondiente ecuacion en diferencia
fraccionaria en el sentido de Caputo que tiene como solucién la misma del Teorema |4.3.1
Finalmente, se obtiene el siguiente resultado que resuelve un problema de valor inicial con
el operador de diferencia fraccionaria de Caputo.
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Corolario 4.3.1. Suponga que A es el generador de una familia (o, a)-resolvente, { Ro(t) }+>0,
en un espacio de Banach X tal que R, (1) existe. Entonces, la ecuacion en diferencia frac-

cionaria de orden o €]0,1]
cA%w(n) = Aw(n +1) — k'"*(n 4+ 1wy, n € Ny, (4.9)
con condicion inicial w(0) = wo € D(A) admite la solucion

w(n) = P(Ry)(n)(I — A)wy, n € No.

Demostracidn. De la demostracién del Teorema se tiene que para z € X,

P(Ra)(n)z € D(A).
Ademas, de la definicién de familia (o, «)-resolvente se tiene lo siguiente,

P(Ra)(0)x = /000 po(t)Ra(t)xdt = /000 e 'Ry (t)xdt = 1?&(1)95 =(I—-A)'2, 2€X.

Por lo tanto, usando el Teorema y la ecuacién (4.8)),
AP(Ry)(n)x = AP(Ry)(n+ 1)z, neNy, ze€X,

se obtiene que la diferencia fraccionaria de orden « €]0,1[ en el sentido de Caputo para
P(Ry):

cA°P(Ry)(n)z = AP(Ry)(n+ 1)z — k' =%(n + 1)P(R4)(0)x
= AP(Ry)(n+ Dz — k' *n+1)I - A) 'z, neNy, ze€X.

Defina w(n) = P(Ra)(n)(I — A)wy, wy € D(A), para todo n € Ny. Luego, w(n) € D(A) y
ademds satisface la ecuacién (4.9):

cA%w(n) = cAP(Rqy)(n)(I — A)wy
= AP(Ry)(n+1)(I — A)wy — k' =%(n + 1)(I — A) "I — A)wy
= Aw(n +1) — E*%(n 4+ Dwy, n € No.

Como w(0) = P(Ry)(0)(I — A)wg = (I — A)~1(I — A)wy = wp lo que verifica la condicién
inicial. Luego, se prueba el corolario. O

Ahora bien, se sabe que los operadores del cédlculo fraccionario han sido ampliamente
utilizados para resolver varios problemas de la fisica y la astrofisica. Entre ellos una ecuacion
famosa es la ecuacion cinética de orden fraccionario que se ha utilizado con éxito para
determinar ciertos fenémenos fisicos que regulan la difusién en medios porosos. Por lo
tanto, un gran cuerpo de investigacién en la solucién de estas ecuaciones ha sido publicada
en la literatura. La ecuacién cinética fraccionaria para el caos hamiltoniano es discutida
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por Zaslavsky en [28]. Las soluciones y aplicaciones de ciertas ecuaciones cinéticas son
estudiadas por Saichev y Zaslavsky en [27]. A continuacién se introduce la definicién de la
ecuacion de Zaslavsky de [7]:

t=B
(=5

donde 0 < 8 <1, h € X y L es un operador lineal cerrado.

Dfg(x,t) = Lg(x,t) + h(x)

Reescribiendo la ecuacion de Zaslavsky suprimiendo la variable espacial y usando la defi-
nicién de gz de ((1.5)) se tiene para 0 < B <1, 20 € X y A= L:

Dyu(t) = Aut) + g1_s(t)zo. (4.10)

Asi, la versién discreta de (4.10) se obtiene de aplicar la transformacién de Poisson y
Teorema [£.2.2] como sigue:

P(Dfu)(n+1) = AP(u)(n+ 1) + P(gi1—pzo)(n + 1)
A“P(u)(n) = AP(u)(n+ 1) + kP (n + 1)xo.

Por lo tanto, si v(n) = P(u)(n) se llega finalmente a la ecuacion discreta de Zaslavsky

A%(n) = Av(n+1) + kX P(n+ Dz, neNy, z0e€X. (4.11)

La constante zg da la posibilidad de establecer diferentes condiciones para la ecuacion
discreta de Zaslavsky y asi obtener varias soluciones siempre que zg € X.

Como consecuencia del Teorema se obtiene otro resultado importante y principal de
esta tesis pues da una representancién explicita de la solucién de la ecuacién discreta de
Zaslavsky (4.11)) cuando xy = (I — A)vg € X donde vy € D(A).

Teorema 4.3.3. Sea 0 < a < 1. Suponga que A es el generador de una familia (o, o)-
resolvente { Ro(t) }+>0 en un espacio de Banach X tal que R, (1) existe. Entonces, la ecua-
cion

A%(n) = Av(n + 1) + k1% + 1)(I — A)vy, n € Ny,

con condicion inicial v(0) = vg € D(A) admite la solucion

v(n) = (k' % P(Ra))(n)(I — A)vp.

Demostracion. Sea u(n), n € Ny, la solucién del problema de valor inicial del Teorema

Se define v(n) por

v(n) = (k' xu)(n), neN.
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Luego, por las propiedades de la convolucion y las ecuaciones (4.1]) y (4.2) se tiene

A%(n) = A% x u)(n)
AR 5 (B % w)](n)

A[(E 5 u) * k17 (n)

[AK %)« k7 (n) + B (0 + 1)1 % u)(0)
[(A%) % B (n) + k1% (n + 1) (B % u)(0).

Como u(n) satisface (4.7)), entonces usando el operador traslacién dado en (4.5 se tiene
que A%(n) = Au(n + 1) = A(riu)(n). Ademds, vo = v(0) = (k1=% x u)(0) = u(0), por lo
tanto,

) * B (n) + B (n + Dy

) * k1Y) (n) + B0+ 1w

Y% (ryu)](n) + k% (n 4 1)vo.

Luego, por el Lema y por la definicién de v(n) se tiene
A% (n) = A[(K' s u)(n + 1) — % + D] + E%(n + 1w

= Av(n+ 1) — k"%(n + 1) Avg + k*~*(n + 1)vg
= Av(n +1) + B %n 4+ 1) (I — A)wv.

Asi, se tiene que v(n) es solucién de la ecuacion
A% (n) = Av(n +1) + k' ~%(n + 1)(I — A)vy, n € Ny,

con condicién inicial v(0) = vy € D(A).

Ademas, del Teorema se tiene una expresion explicita para u(n), es decir, u(n) =
P(Ro)(n)(I — A)ug, n € Ny. Luego, se tiene

v(n) = (' % u)(n)
= (k"% P(Ra))(n)(I — A)ug
= (k7% P(Ra))(n)(I — A)wo,

lo que completa la prueba. O

Todo los resultados que anteriormente se presentaron estan restringidos a un operador A
que genera una familia (a, a)-resolvente { Ry (t) }+>0. Sin embargo, los siguientes resultados
que se presentan se obtienen, en el desarrollo de esta tesis, con el fin de resolver problemas
de valor inicial discretos de Cauchy cuando A genera una familia a-resolvente {S,(t)}+>0.

En particular, el siguiente teorema da la soluciéon de la ecuacién discreta de Zaslavsky
(4.11)) cuando xg = (I — A)vyg € X donde vy € D(A). La demostracién esta basada en la
prueba del Teorema, y su desarrollo es similar.
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Teorema 4.3.4. Sea 0 < a < 1. Suponga que A es el generador de una familia a-resolvente
{Sa(t)}+>0 en un espacio de Banach X tal que So(1) existe. Entonces, la ecuacion

A%(n) = Av(n + 1) + k' =%(n + 1)(I — A)vy, n € Ny, (4.12)
con condicion inicial v(0) = vg € D(A) admite la solucion

v(n) = P(Sa)(n)(I — A)vp.

Demostracion. Sea x € X fijo.

Se demuestra que P(S,)(n)x € D(A) para todo n € Ny. En efecto, para todo n € Ny se
tiene por Teorema [I.1.5 que:

P(Sa)(mz = “2 G

)

A=1

donde/g\;()\) = A1\ — A)7L Se denota a(\) = XL b(\) = A%y R(\) = (A — A)
luego Sa(A) = a(A)R(b(N)).

Por la regla de Leibniz para la n-ésima derivada de un producto ([1.9) se obtiene:
n n . n n—j i
B = RGO = 3 () a0 RO
§=0

Ademas, por la regla de la n-ésima derivada de la composicién (1.10)) se tiene,

(Ropy()?) =3 BN (oo,
=1
donde , o
D) = BV — b)) + U D2 -

o (1) HBON) () Y.

Observe que para todo m € Ny, se tiene [R(\)]™az = (=1)™m!(A — A)~(mT Dz Asi,
[ROAY)]Dz|y=1 = (—1)%!(I — A)~*+Dz € D(A), y por consiguiente [(R o b)(\)]Wz|y=; €
D(A).

Por lo tanto, [S’;()\)](”)xh:l € D(A), luego

P(Sa)(n)x € D(A).

Multiplicando la identidad del enunciado (I11) de la Proposicién por p,(t) se obtiene,
para todo x € D(A):

Pr(t)Sa(t)x = pp(t)x + Apn(t)(ga * Sa)(t)z, t >0, n € Ny.
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Luego, integrando respecto a ¢t y usando el Teorema |4.2.1] se tiene

P(Sa)(n)z =z + AP(ga * Sa)(n)z
= k' (n)x + A(k® * P(Sa))(n)z, n € Ny.

Convolucionando la identidad anterior por la sucesién k'~ se obtiene
(K12 % P(Sa))(n)z = (' x k) (n)x + Ak~ x k* x P(S4))(n)z, n € Ny.
Ahora, aplicando las propiedades del nicleo y usando (4.2), se obtiene la identidad
A~I=IP(S,) (n)x = K (n)z + A(k' + P(Sa)) (n)x

=k (n)z+ A _P(Sa)(j)z, n e No.
j=0

Luego, aplicando A y por Corolario [4.2.1] se tiene
n+1 n
Ao ATU=IP(S)(n)e = AR *(n)z + A | > P(Sa)(i)z — Y P(Sa)(f)x
j=0
=Ek"%n+ 1)z + AP(Sa)(n+ 1)z, n € No.

Se observa que la parte izquierda de la identidad anterior corresponde a la diferencia
fraccionaria de orden o €]0,1[ en el sentido de Riemann-Liouville (para m = 1). Por lo

tanto, se tiene

AYP(S,)(n)x = AP(Se)(n+ Do + k' *(n + 1)z, z€ X. (4.13)

Defina v(n) := P(Sqa)(n)(I — A)vp, para todo n € Ny, luego v(n) € D(A) y v(n) resuelve
([@.12), pues
A% (n) := AYP(Sy)(n)(I — A)vg
= AP(So)(n+ 1)(I — Ao + k' *(n + 1)(I — A)vg
= Av(n+1) + kX Y(n+ 1)(I — A)v.

Finalmente, notar que

P(S.)(0)x = k' (0)x + A(EY * P(S4))(0)x,
=2+ Ak®(0)P(Sa)(0)z
=z + AP(S4)(0)z, n € Npy.

Por lo tanto, P(S,)(0)(I — A)x = x y se garantiza la condicién inicial,

v(0) = P(Sa)(0)(I — A)vg = vo.
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Note que, cuando A genera un Cp-semigrupo también se obtiene por subordinacién la
existencia de una familia a-resolvente. Por lo tanto, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 4.3.5. Sea 0 < o < 1. Suponga que A genera un Cy-semigrupo, {T'(t)}+>0, en

un espacio de Banach X, entonces la ecuacion en diferencia fraccionaria
A% (n) = Av(n +1) + k' "%(n + 1)(I — A)vy, n € Ny,

con condicion inicial v(0) = vo € D(A) admite la solucion
/ da(n,s)T(s)(I — A)vods,
donde ¢o(n,s) = [;° S Lnmad, (st dt.

Demostracion. Por la hipétesis y el Corolario [3.3.1] se tiene A genera una familia a-
resolvente {Sq(t)}+>0 que estd dada por:

Sa(t)z = / 17, (st™)T(s)xds = / O, (7)T (1t xdr, t>0, zeX.
0 0

Como {T'(t)}+>0 es acotado, entonces existe M > 0 tal que ||T'(¢)|| < M para t > 0. Luego,
por la Proposicién [1.2.6] se tiene para = € X:

1Sa ()] < /OOO @o(7)||T(7t%)[|d7

gM/
0
=M

Luego, existe 3’;(1) y usando Fubini se tiene
P(Sa)(n)x = / Pn(t)Sa(t)zdt
0

_ /0 " on(®) /0 o, (st-0)T(s)udsdt

_ /0 °° ( /0 - t“pn(t)éa(sta)dt) T(s)zds
_ / - ( /0 - en;'t" o (st‘a)dt) T(s)xds

/ ¢a(n,s)T(s)xds, ne Ny, z € X.

Por lo tanto, por Teorema [4.3.4] se obtiene la solucién

v(n) = P(Sa)(n) / da(n, 8)T(s)(I — A)vods, n € Ny.
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A continuacién se enuncia un resultado que soluciona una ecuacioén en diferencia fraccio-
naria en el sentido de Caputo cuando A genera una familia a-resolvente, {S,(t)}+>0. En
particular, parte de la solucién es la familia discreta de {Sq(t)}+>0.

Corolario 4.3.2. Suponga que A es el generador de una familia c-resolvente, {Sq(t) >0,
en un espacio de Banach X tal que S, (1) existe. Entonces, la ecuacion en diferencia

fraccionaria de orden o €]0,1]
cA%w(n) = Aw(n +1) — k'"%(n + 1) Awy, n € Ny, (4.14)
con condicion inicial w(0) = wo € D(A) admite la solucion

w(n) =P(Sa)(n)(I — A)wy, n € Ny.

Demostracion. Por la demostracién del Teorema se tiene que para x € X,

P(Sa)(n)x € D(A).

Ademids, de la defincién de familia a-resolvente se tiene

P(Sa)(0)z = Sa(z = (I — A) 'z, z€X.

Asi, se tiene por el Teorema y la relacién (4.13)),
AP(Sa)(n)z = AP(Sa)(n + D)z + k'~ (n+ 1)z, 2 € X,

que la diferencia fraccionaria de orden a €]0,1[ en el sentido de Caputo para P(S,) esta
dada por:

cA°P(S,)(n)z = AP(S)(n + Dz 4+ k% (n+ 1)z — k1% (n + 1)P(S,)(0)z
= AP(Sy)(n+ Dz + k' (n+ D[l — (I — A) Yz
= AP(Sy)(n+ Dz — k' *(n + D)[A(T — A) " Ya, neNy, z€X.

Se define w(n) = P(Sqa)(n)(I — A)wo, wo € D(A), para todo n € Ny. Luego, w(n) € D(A)
y ademas satisface la ecuacion :
cA%w(n) = cA“P(Sqa)(n)(I — A)wo
= AP(Sa)(n+ 1)(I — A)wo — k' ~*(n+ 1)[AI — A)~'](I — A)wo
= Aw(n +1) — E'%n + 1) Awy, n € Np.

Como w(0) = P(S4)(0)(I — A)wy = (I — A)~H(I — A)wy = wp se verifica la condicién

inicial. O

Observe que la acotacién de un Cpy-semigrupo implica autométicamente que 1 € p(A),
pues por definicién se tiene que I — A es invertible y con inversa acotada. Cuando o = 1

se obtiene la siguiente consecuencia.
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Proposicién 4.3.1. Sea A el generador de un Cy-semigrupo acotado {T(t)}i>0 en un
espacio de Banach X. Entonces, la solucion de Au(n) = Au(n+1), n € Ny, con condicién
inicial u(0) = ug € D(A) estd dada por u(n) = (I — A) "ug, n € Ny

Demostracion. Se sabe de la Definicién que para el caso de a = 1, Ry(t) =T(t), y se
tiene o
]/%\1()\)93 = / e MRy(t)zdt = (A — A)"lz, Re(N\) >0, z€X.
0
Luego,

o0
/ e NT(t)xdt = (A — A)"rz, Re(\) >0, zeX.
0

Derivando la anterior igualdad respecto a A se obtiene
/OOO(—t)e/\tT(t)a:dt = (=)A= A) %z, Re(\) >0, z€X,
y nuevamente derivando respecto a A,
/()Oo(—t)ze’\tT(t)xdt = (=1)(=2)(A — A) 3z, Re(\) >0, z€X.
Asi sucesivamente se tiene:

/ ’ie*MT(t)xdt =(A—A)" Dz Re(N) >0, ze€X.
0

n!

Por lo tanto, se tiene que P(T)(n)z = (A — A=tz donde Re(\) > 0y z € X. Asf,
cuando X\ = 1, P(T)(n)z = (I — A)~"*Yz, 2 € X. Finalmente, por el Teorema se
tiene que u(n) = P(T)(n)(I — A)ug, n € Ny, es la solucién, es decir, u(n) = (I — A) "uyg,
n € Np. ]

4.4. Propiedades de estabilidad de las familias resolventes

Como una aplicacion de los teoremas y corolarios de la seccién anterior, se dan condiciones
necesarias para obtener la estabilidad de las soluciones. Una sucesion de valor vectorial
u € s(Np, X) se dice estable si ||u(n)|| — 0 cuando n — oo.

El siguiente criterio es el resultado principal de esta tesis con respecto a la estabilidad de
las solucién del problema (4.6) cuando A genera una familia (o, «)-resolvente.

Teorema 4.4.1. Sea 0 < a < 1, suponga que A es el generador de una familia (o, o)-
resolvente {Rq(t)}t>0 en un espacio de Banach X y que existen constantes M > 0 y
0 <~ <1 tal que

M
IRa(0)ll < 55t 0.
Entonces, la solucion de la ecuacion en diferencias fraccionarias de orden o €]0, 1]
A%u(n) = Au(n +1), n € Ny,

es estable para todas las condiciones iniciales u(0) = ug € D(A).
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Demostracion. Para todo n € Ny, se tiene, por el Teorema y la hipétesis, que:
[lu(n)|| = [[P(Ra)(n)(I — A)uol|
o0
< [T I ®RO -~ Auollat
0
et M
< [ = At
0 n. tY

MU= vl [ g
| |
: 0

n
Sea C' = ||(I — A)up||, una constante, entonces por la definicién de la funcién gamma se
obtiene
F(n—v+1 In—v+1)n 7  MCn~0-0T 1—
[[u(n)]] Ve b e i N VOCL N el e A L _MCn (n+(1-9))

nl'(n) nl'(n) n-0-7  n¥ I'(n)

Por (|1.3)) se tiene que
n~ =0 (n+ (1 —7))

1f =1
o) T'(n)
Ademsds, 0 < v < 1, luego ||u(n)|| = 0 cuando n — oc. O

Como consecuencia del Corolario y la Observacién [2.2.1] se obtiene un resultado de
estabilidad para la solucién del problema (4.6)) cuando A genera un Cy-semigrupo unifor-

memente exponencialmente estable.

Teorema 4.4.2. Suponga que A genera un Cy-semigrupo uniformemente exponencialmen-
te estable. Entonces, la solucion de la ecuacion en diferencia fraccionaria de orden o €]0, 1]

A%u(n) = Au(n+1), n € Ny,

es estable para cada uy € D(A).

Demostracion. Sea {T'(t)}+>0 el Cp-semigrupo uniformemente exponencialmente estable
generador por A.

En el caso a = 1 el resultado sigue del enunciado (IT) de la Proposicién m en efecto: si
{T'(t) }+>0 es exponencialmente estable, es decir, existen constantes M > 0y w > 0 tal que
||T(t)|| < Me™“ para todo t > 0, entonces P(T)(n) es polinomialmente estable, es decir,

[|P(T)(n)|| < # para todo n € Ny. Por lo tanto, ||u(n)|| — 0 cuando n — .

Suponga ahora 0 < a < 1. Por el principio de subordinacion, del Corolario A genera
a {Rq(t)}+>0 donde

(o ¢]
R, (1) :/ Yao(s,t)T(s)ds, t>0.
0
Ademds, por la Observacién se sigue que existen constantes M > 0y p > 1 tal que
M
t

IOl < 57

> 0.
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Como p > 1, entonces 0 < 1/p < 1y por el enunciado (V') del Teorema se tiene que

[Ra(®)]] < /OOO Ya0(s,1)[[T(s)[|ds

gM/ s VP o(s, t)ds
0

_ a(1-1/p)—1 I'(1—-1/p)
Mt Na(l— 1/p))

Como C = M%}{/pg» es una constante positiva y 0 < 1 — a(l —1/p) < 1, entonces
|Ra(t)|| < C/t'=*0=1/P) y por Teorema se tiene que u(n) es estable. O

Como consecuencia del teorema de Gearhart-Priss-Greiner se tiene el siguiente resultado

de estabilidad.

Corolario 4.4.1. Sea A el generador de un Cy-semigrupo en un espacio de Hilbert H tal
que {p € C: Re(u) > 0} C p(A) y satisface

Mi= sup ||(u—A)| < oo
Re(p)>0

Entonces, la solucion de la ecuacion en diferencia fraccionaria de orden o €]0,1]
A%u(n) = Au(n +1), n € Ny,

es estable para cada ug € D(A).

Demostracion. Sea {T'(t)}>0 el Cp-semigrupo generado por A luego por el Teorema [2.2.2

de Gearhart-Priiss-Greiner, se tiene que {7'(t)}+>0 es uniformemente exponencialmente
estable y por el Teorema se concluye que u(n) es estable. O

A continuacién se presentan algunos resultados de estabilidad para la solucién de la ecua-
cién discreta de Zaslavsky, donde A genera una familia a-resolvente. Estos resultados se
estudian también en [19].

Teorema 4.4.3. Sea 0 < a < 1, suponga que A es el generador de la familia a-resolvente
{Sa(t)}+>0 en un espacio de Banach X y que existen constantes M >0y 0 < vy <1 tal

que

M
ISa()ll < T ¢ >0.

Entonces, la solucion de la ecuacion en diferencias fraccionarias de orden o €]0, 1]
A%(n) = Av(n +1) + k' ~*(n + 1)(I = A)vg, n € No,

es estable para todas las condiciones iniciales v(0) = vg € D(A).
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Demostracion. Se tiene para todo n € Ny, por el Teorema v la hipétesis, que:
[lv(n)]] = [P (Sa)(n)(I — A)voll
oo
< [ pa(®)Sa(0)(1 — Ayl
0

et M
< [TE I Ay
0

n!
_ M”(I - A)UOH / etV dt
Tl/' 0
Sea C' = ||({ — A)wo||, luego C es una constante y por la definicién de la funcién gamma
se obtiene
I'(n—vy+1 'n—v+1)n0"  MCnp0-2T 1—
o) < et =r D _ eyt n _ MCn (n+(1-7)
nl'(n) nl'(n) n-0-7) nY I'(n)
Por ([1.3) se tiene que
—(1-97 1—
lim " (m+@-7)_,
n—00 I'(n)
Como, 0 < v < 1, luego ||v(n)|| = 0 cuando n — oo. O

Usando el principio de subordinacién del Corolario [3.3.1] y la Observacién [2.2.1] se obtiene

lo siguiente:

Teorema 4.4.4. Suponga que A genera un Cy-semigrupo uniformemente exponencialmen-

te estable. Entonces, la solucion de la ecuacion en diferencia fraccionaria de orden a €]0, 1]
A%(n) = Av(n +1) + k' "%(n + 1)(I — A)vy, n € Ny,
es estable para cada vy € D(A).

Demostracion. Sea {T(t)}+>0 el Cp-semigrupo uniformemente exponencialmente estable

generador por A.

En el caso a = 1 el resultado sigue del enunciado (I7) de la Proposicién ya que
P(T)(n) es polinomialmente estable.

Suponga ahora 0 < a < 1. Por el Corolario A genera a {S,(t) }+>0 donde
oo
Sa(t) :/ O (7)T(Tt%)dr, t>0.
0

Por la Observacién existen constantes M >0y p > 1 tal que

M

\gm, t> 0.

IT@)
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Asi, como p > 1, entonces 1/p < 1y por la ecuacién (1.17)) se tiene que
o0
1850l < [ I1@a(r)T(re%)ar

oo M
< D, —d
N
M oo

:m ;
M I'(1-1/p)
/P T(1—afp)

(I)a(T)Til/pdT

Dado que C = MT'(1 —1/p)/I'(1 — a/p) es una constante positiva y 0 < a/p < 1 se tiene
que ||S.(t)|] < C/t*/P y por Teorema se concluye finalmente que v(n) es estable. [

Nuevamente, por el teorema de Gearhart-Priiss-Greiner y el anterior teorema se obtiene el
siguiente resultado.

Corolario 4.4.2. Sea A el generador de un Cy-semigrupo en un espacio de Hilbert H tal
que { € C: Re(u) > 0} C p(A) y satisface

Mi= sup ||(u—4) < oo
Re(p)>0

Entonces, la solucion de la ecuacion en diferencia fraccionaria de orden o €]0, 1]
A%(n) = Av(n + 1)+ k1% + 1)(I — A)vy, n € Ny,

es estable para cada vy € D(A).

Demostracion. Por el Teorema de Gearhart-Priiss-Greiner, se tiene que el Cy-semigrupo
generado por A, {T'(t)}+>0, es uniformemente exponencialmente estable y por el Teorema

se concluye que v(n) es estable. O

A continuacién, se presentan dos resultados de estabilidad para la ecuacién (4.6) cuando
a = 1. Notar que se tiene k°(n) = 0.

Corolario 4.4.3. Sea A el generador de un Cy-semigrupo acotado en un espacio de Banach
X. Suponga que ||(I —A)7Y| < 1. Entonces, la solucién de la ecuacion Au(n) = Au(n+1),
n € N, es estable.

Demostracién. Se tiene de la Proposicién [4.3.1] que la solucién de Au(n) = Au(n + 1),
n € N, estd dada por u(n) = (I — A) "up.
Luego, ||u(n)|| = ||(I — A)"™up|| — 0 cuando n — oo, pues ||[(I — A)~L[|* — 0 cuando

n — oo ya que ||(I — A)7!|| < 1. Por lo tanto, u(n) es estable. O

Se denota por D(zg,7) :={z € C: |z — 29| <~}. En el caso A = Al con X € C se obtiene
directamente del Corolario la siguiente consecuencia:
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Corolario 4.4.4. Sea A\ € C\D(1,1), entonces la solucion de Au(n) = Au(n+1), n € N,

es estable.

Demostracion. La solucién de Au(n) = Au(n+1), n € N, esta dada por u(n) = (1—X)""up.
Luego ||u(n)|| — 0 cuando n — oo ya que como A € C\D(1,1), entonces |(1 — )7 < 1.

Por lo tanto, u(n) es estable. O
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